Logika & razvedrilna matematika 1

Spostovani,

Pred vami je druga Stevilka 30. letnika revije Logika in razvedrilna matematika. Spet bi vas radi
opozorili na starejSe Stevilke revije, ki so zdaj dostopne na spletu, bodisi v celoti, bodisi le delno.
Do teh stevilk pridete prek povezave: http://www.logika.si/revija/vsebine.htm

.....

pripravo na tekmovanje iz logike (https://www.zotks.si/ ), iz razvedrilne matematike
(https://www.dmfa.si/ ), na tekmovanje Matemcek in na tekmovanje Logi¢na posSast
(https://miss.mathema.si/ ).

Osmi kongres evropskih matematikov je prestavljen na julij 2021. To nam omogoca, da Sole
pripravijo dodatne projekte, Ki bi jih predstavile na kongresu ali Ze prej ob dnevu
matematike 14.3. 2021. Tule navajamo nekaj moZnosti.

Poliedrske vitrine z glavnimi skupinami poliedrov ali pa samo s posebnimi skupinami. Vecino mrez
za izdelavo papirnatih modelov je na voljo na strani:
https://sites.google.com/view/mrezepoliedrov/domov

Razstave modelov poliedrov (plasti¢nih, papirnatih, 3D tisk, ...)

Osoncje iz polidrskih modelov planetov in njihovih lun:
https://sites.google.com/view/zemljanapoliedrih/doma%C4%8Da-stran

Zbirke kalejdocikov: https://sites.google.com/view/vrteci-obroci/doma%C4%8Da-stran

Labirinti na poliedrih: https://sites.google.com/view/labirintinamrezahpoliedrov/doma%C4%8Da-
stran

Poliedrski koledarji: http://www.mathema.si/, https://sites.google.com/view/poliedrski-koledarji-
2020/doma%C4%8Da-stran.

Posebni poliedri (enostabilni, premakljivi, Swartzov polieder, ...)

Razdelitve likov (plasticni, kartonski, leseni modeli).
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Barvni sudoku

V n x n kvadratkov moras vpisati zaCetna naravna Stevila od 1 do n tako, da bo v vsaki vrstici,
v vsakem stolpcu in v kvadratkih iste barve nastopalo vseh n $tevil.
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Latinski kvadrati

V n x n kvadratkov moras vpisati zacetne $tevilke 1, 2, 3, ... tako, da bo v vsaki vrstici, v
vsakem stolpcu nastopalo vseh n Stevilk.
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Sudoku s ¢rkami

V n x n kvadratkov moras vpisati zaCetna naravna Stevila od 1 do n tako, da bo v vsaki vrstici,
v vsakem stolpcu in v kvadratkih z isto ¢rko nastopalo vseh n Stevil.
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Futoshiki

V n x n kvadratkov mora$ vpisati zacetna naravna $tevila od 1 do n tako, da bo v vsaki vrstici

in v vsakem stolpcu nastopalo vseh n $tevil ter da bodo izpolnjene vse relacije.
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DolocCi razpored

B JE SOSEDA OD

A JE SOSEDA OD |N C.
C. B JE DESNO OD
A JELEVOOD C.|N C.
A JELEVOOD B.
B JELEVOOD C. |N
C JEDESNOOD D. |N
A JEDESNOOD B. |[R
A JESOSEDAOD D.|N
B JESOSEDA OD D.|R
A JELEVOOD D. [N
A JESOSEDA OD B. [N
B JELEVOOD C. |R
B JELEVOOD C. |N
C JEDESNOOD D. [N
A JELEvOOD D. |R
A JELEVOOD D. |N
C JEDESNOOD D.|R
A JELEVOOD C. |N
C JELEVOOD E. |R
B JEDESNOOD E. |R
B JELEVOOD E. |N
B JESOSEDAOD D.|N
D JEDESNOOD E. |R
A JEDESNOOD C. [N
B JEDESNOOD D. |R
D JEDESNOOD E. |R
B JESOSEDA OD D.|N
A JESOSEDA OD C.|N
A JEDESNOOD E. |R
C JELEvOOD D. |R
C JELEVOOD D. |R
A JEDESNOOD B. |R
D JESOSEDAOD E.|N
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Gobelini

Kvadratke v razpredelnici moras pobarvati sivo tako, da bo zaporedje sivih pasov v vrstici
ustrezalo zaporedju Stevil na desni in da bo zaporedje sivih pasov v stolpcu ustrezalo
zaporedju Stevil pod njim.
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Krizne vsote

Naloga reSevalca je, da izpolni bele kvadratke s Stevkami od 1 do 9 tako, da je vsota Stevk v
zaporednih belih kvadratkih po vrsticah in stolpcih enaka Stevilu, ki je zapisano v rdecem
kvadratku na zacetku vrstice (stolpca) nad (pod) diagonalo. Pri tem pa morajo biti vse Stevke

vV posamezni vrstici (stolpcu) razli¢ne.
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Krizni produkti

Naloga resevalca je, da izpolni bele kvadratke s Stevkami od 2 do 9 tako, da bo zmnozZek Stevk
v zaporednih belih kvadratkih po vrsticah in stolpcih enak $tevilu, Ki je zapisano v sivem
kvadratku na za¢etku vrstice (stolpca) nad (pod) diagonalo. Pri tem pa morajo biti vse Stevke
Vv posamezni vrstici (stolpcu) razli¢ne.
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Labirint na kocki

Povezi to¢ki na kocki:
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Labirinti na enostavnih poliedrih

Povezi tocki na poliedru:
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Labirinti na robovih poliedra

V naslednjih nalogah moramo povezati dve oglis¢i poliedra, ki je podan z mrezo. Poiskati moramo
pot od oranzne do modre tocke. Iz ene tocke lahko gremo do druge tocke, ¢e je med njima debelejsa

Crta ali pa tocki predstavljata isto ogliS¢e poliedra.

1.
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Vecdelni labirinti na zemljevidu




Logika & razvedrilna matematika

15

Odstranjene kocke

Dan je kvader, ki sestoji iz kockic. Odstranimo vse kocke, ki so zaznamovane ¢rno od vrha do
dna, od leve do desne in od spredaj do zadaj. Koliko kock smo odstranili?
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Kocki doloc¢i mrezo

Vsaki mrezi na desni (ve¢ja mreza) dolo¢i mreZo iste kocke na levi.
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Labirint v kvadru

Kvader sestoji iz vodoravnih slojev kockastih oddelkov (zgornji, srednji in spodnji sloj so dani od leve proti
desni). Odebeljene ¢rte preprecujejo prehajanje med sosednjima oddelkoma istega sloja. Med oddelkom in

oddelkom neposredno pod njim lahko prehajamo, ¢e in samo ¢e je prvi pobarvan belo.
Pois¢i najkrajso pot od oddelka z 1(smesko) do oddelka z A(srce)! Pot oznaci z zaporednimi naravnimi
Stevili. Prvi oddelek je Ze oznacen s smeskom, vsak naslednji sosednji oddelek (kocko) pa s stevilom, ve¢jim

za 1.




18 Logika & razvedrilna matematika

Labirinti na ploskvah

Podan je labirint na pravokotniku. Moramo poiskati pot od temnejse do svetlejse pike. Prehod med
sosednjimi kvadratki je mozen, ¢e med njima ni odebeljene ¢rte. Skica na levi pomeni, kako sta nasprotni
stranici pravokotnika povezani (miselno ju moramo zlepiti).
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Labirinti na projekcijah teles

Telo je projicirano v ravnino. Na projekciji je podan labirint, kjer odebeljene ¢rte preprecujejo prehod iz
projekcije mejne ploskve na projekcijo sosednje mejne ploskve.

gtevilo
mejnih
ploskew
gtevilo
robowv

gtevilo
oglide

Lip
rotacijske
Simetrije

dtevilo
meinih
ploskew

Stevilo
robowv

Ztevilno
oglisd

tip
rotacijske
Simetrije
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Labirinti na mrezi valja in stozca
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Analiziraj pogoje nalog

Dobro definirana naloga je naloga, pri kateri so njeni pogoji potrebni in zadostni za njeno resitev. To
pomeni, da noben pogoj ni odve¢ in da ima naloga enoli¢no reSitev. Pri zastavljeni nalogi imamo lahko ve¢
moznosti:

Naloga nima resitve, pogoji so protislovni.

Naloga ima ve¢ resitev, to je, pogoji niso zadostni (za enoli¢no resitev).

Naloga ima enoli¢no resitev, vendar pogoji niso potrebni (vsaj en pogoj bi lahko izpustili in bi naloga Se
vedno imela enoli¢no resitev).

Naloga ima enoli¢no reSitev in pogoji so potrebni (neodvisni) in seveda zadostni. Naloga je dobro
definirana.

V naslednjih nalogah moramo ugotoviti, kako je s pogoji naloge.

Poiskati moramo imena A, B,C, ... likov, ki so oznaceni z 1, 2, 3, ..., ¢e so izpolnjeni pogoji na desni strani
slike. Ugotoviti moramo tudi, ali so pogoji neodvisni.

A 1.Lik A je trikotnik, ¢e in samo ¢e je lik C rumen. |R
2. Lik A je oranZen, ¢e in samo ¢e je lik Arumen. |R

@ 1.Lik A jenad C. R

2.Ce jelik B oranZen, potem je lik A kvadrat. |N

<3> 1. Lik B je zelen. R
N

2.Ce je lik A kvadrat, potem je lik C zelen.

1.Lik A jerumeninlik A je rumen. R

2. Lik B je petkotnik, ¢e in samo ¢e je lik C rumen. |N
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A 1.Nad (A, B) N
ij 2.Oranzen (A) v Oranzen (B) |N
3. Zelen (C) v Trikotnik (D) N

.Levo od (A, B) R

2. Trikotnik (C) A Zelen (D) [R

3. Trikotnik (B) < Zelen (D) |R

o 1.Levo od (A, C) R
O 2.0Oranzen (B) v Oranzen (A) |R
@ @ 3. Trikotnik (D) v Zelen (C) N

1. Nad (A, B) R

2. Petkotnik (B) = Oranzen (B) |R

.Zelen (C) v Trikotnik (A) N

o @




Logika & razvedrilna matematika 23

Nagradna logiCna naloga

Stiri prijateljice (Lana, Ella, Dora, Nina) imajo razlicne konje (Blisk, Pongo, Reno,
Flobert), ki so razlic¢nih pasem (poni, lisec, vranec, islandec).
Za vsako dolo¢i ime, ime konja in njegovo pasmo.

1. Ella nima ne Ponga ne Bliska.
2. Flobert ni ne lisec ne vranec.
3. Blisk ni lisec.
4. Reno je poni.
5. Dora nima Floberta.
6. Ella nima Floberta.
7. Lana nima lisca.
8. Dora nima lisca.
o o o4 o 2 2 s K]
Lana
Ella
Dora
Nina
poni
lisec
vranec
islandec
ime konj pasma.
Lana
Ella
Dora
Nina

Resitev nagradne uganke posljite do 15.2.2021 na naslov Logika d.o.o., Svet€eva pot 11, 1241 Kamnik, s
pripisom »Nagradna uganka«. Prosimo vas, da napiSete domaci in ne Solski naslov, da vam, ¢e boste
izzrebani, posljemo nagrado.

Naslednji resevalci nagradne uganke in naloge v esperantu iz 1. stevilke bodo prejeli Posevno prizmo: J.G.
in M.C., Velenje; E.S. in L.M., Vrhinka; Z.P., Rakek in L.H., Smarje-Sap. Knjigo Esperanto prejme OS
Smarje-Sap.
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Nagradna naloga v esperantu

Kvar amikinoj (Belindo, Katrina, Sofia, Sonja) kun diversaj familiaj nomoj (Gonzalez,
Li, Dupont, Novak) havas diversajn profesiojn (artistino, lingvistino, policistino,
juristino) .

Divenu iliajn nomojn, familiajn nomojn kaj profesiojn.

1. Sinjorino Gonzalez estas nek juristino nek artistino.
2. Sinjorino Dupont estas nek policistino nek artistino.
3. La familia nomo de Katrina estas nek Novak nek Li.
4. La familia nomo de Belindo estas Dupont.
5. La profesio de sinjorino Li ne estas juristino.
6. Sonja ne estas juristino.
7. La profesio de sinjorino Dupont ne estas juristino.
" o o
a E =
™ E = |2 |2 |B |E
S s 512 (2|5 |2
& |13 la |2 |8 [E |2 |2
Belinda
Katrina
Sofia
Sanja
artistino
lingvistino
policisting
juristing
narmo farmnaorm profesin
Belindo
katrina
Sofia
Sonja

Resitev nagradne uganke v esperantu posljite do 15.2.2021 na naslov Logika d.o.o., Svetéeva pot 11, 1241
Kamnik, s pripisom »Nagradna uganka«. Prosimo vas, da napiSete domaci in ne Solski naslov, da vam, ¢e
boste izzrebani, posljemo nagrado.
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|zo-nona trikotniki

Enakokraki trikotnik, Ki ima pri vrhu kot 36 stopinj, ima to lastnost, da ga lahko razdelimo na
podoben enakokrak trikotnik (rumen), ki ima za faktor zlatega Stevila manjse stranice od prvotnega
ter na enakokrak trikotnik, ki ima pri vrhu kot 108 stopinj (rdec). Pri tem je plos¢ina rdecega za
faktor zlatega Stevila (¢) ve€ja od plos¢ine rumenega trikotnika.

AAA

Nekaj podobnega velja za $tiri enakokrake trikotnike, ki imajo kote ob osnovnici: /9, 2n/9, n/3 in
41t/9. Frederickson bi verjetno imenoval te trikotnike izo-nona trikotniki (iz isosceles=enakokrak,

nona=devet).

Zgornje trikotnike lahko razdelimo na manjse podobne trikotnike. Faktor zmanj$anja je pribliZzno
0.3473, natan¢no pa je to 2sin(n/18). Razdelitve so prikazane na spodnjih slikah.

S
AL A

Spet razdelimo rumen trikotnik Se enkrat po istem principu in dobimo:
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N

LR

Zdaj pa vzemimo, da imamo na razpolago neomejeno koli¢ino izo-nona tlakovcev. Naredimo iz nekaj
tlakovcev enega od trikotnikov. Zdaj pa vzamemo, da je ta trikotnik del enega od treh ve¢jih
trikotnikov. Ta vedji trikotnik je treba dopolniti s tlakovanjem manjsSih. To nadaljujemo v neskonéno
in dobimo tlakovanje ravnine.

Zanimivo je, da lahko iz izo-nona trikotnikov sestavimo pravilni ve¢kotnik. Odprto vprasanje pa je,
ali je to edina resitev.

Vzemimo vrstni red trikotnikov: moder, rde¢, zelen in rumen. Naslednji podatki nam povedo, koliko
teh trikotnikov potrebujemo, da bo vsota njihovih plos¢in enaka plos¢ini pravilnega devetkotnika:
{0,3,6,6}, {1,3,5,7}, {2,3,4,8}, {3,3,3,9}, {4,3,2,10}, {5,3,1,11}, {6,3,0,12}.

Prvo resitev prikazuje predhodna slika. Za tretjo, peto in sedmo smo nasli reSitev, ki so prikazane na
spodnjih slikah.
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Referenca:
[1] G.F.Frederickson, Dissections: Plane & Fancy, Cambridge University Press, Cambridge, 2002.
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Trije 1zo-nona trikotniki

Vzemimo tri enakokrake trikotnike, ki imajo kote ob osnovnici: 4n/9, n/9 in 2n/9 ter enake krake
dolzine 1. Koti ob vrhu so 7/9, 77/9 in 57/9. Dvojne plos¢ine teh so

Dvojne plos¢ine teh so sin(n/9), sin(7=/9)in sin(5x/9). (Plos¢ina paralelograma s stranicama ain b in
vmesnim kotom a je absin(a).)

Izra¢unajmo sin(nt/9)+sin(77/9)=2sin(4n/9)cos(3n/9)=2sin(5x/9)cos(n/3)=sin(5n/9). (Upostevali smo
formula za vsoto sinusov in sinus suplementarnega kota ter cos(n/3)=1/2). Plo§¢ina zelenega trikotnika
je vsota plos¢in drugih dveh trikotnikov. Da pa se dobiti prva dva trikotnika z enostavno razdelitvijo
zelenega trikotnika.

» ~

Dokazali smo zanimivo trigonometrijsko enakost:

sin(w/9)+sin(7w/9)=sin(5n/9)
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Sifriranje z redetko

Nekdo je dobil naslednje sporocilo.

| 0 | a P 0
VAR ¢ n | a t v

0 d b S e p
| p u r S 0 b
v o t e n n
7 0 m e b p
0 r o d S 0 e u
t I : a n a

Ce je smiselno, potem gre za Sifrirano sporocilo. Tokrat je narejeno s pomocjo »reSetke«.

Prvih 16 znakov sporocila je zapisano v kvadratne odprtine od zgoraj navzdol po vrsticah in od leve
proti desni znotraj vrstice. Nato je (kvadratna) resetka zavrtena za Cetrt obrata v smeri urinega
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kazalca in zapisanih je naslednjih 16 znakov sporocila. Ta postopek naredimo Se dvakrat. Tako smo
kodirali tekst dolZine 64. Prepri¢ajmo se, da je res tako.

Dekodirano sporo¢ilo se glasi: "Pridi ob 7.00 na avtobusno postajo na prvo nedeljo v septembru.”

Kako izdelamo taksno reSetko? Izrezani kvadratki se ne smejo prekrivati, ko resetko zavrtimo veckrat za
Cetrt vrtljaja. Oglejmo si primer druge reSetke. Vidimo, da z zavrteno resSetko pokrijemo vseh 64 kvadratkov.
Stevilke nam povedo vrstni red znakov kodiranega besedila.
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Za sporocila do 16 znakov zadoca resetka z 4 odprtinami. Ce je sporo¢ilo dolZine 32, ga lako razdelio na
dva enaka dela, ki ju kodiramo z manjSo resetko.
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Primeri reSetk:
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Resitev neke logicne naloge

Otocan poroca

Nekje v oceanu obstaja otok, na katerem zivijo prebivalci dveh vrst, vitezi in oprode. V naslednjih nalogah
bomo imeli nekaj domacinov, ki jih oznacujemo z A, B, C, D in E. Imamo tudi nekaj izjav, ki jih je dal neki
oto¢an. Ce je otocan vitez, so njegove izjave resniéne, e je oproda, so njegove izjave neresni¢ne. Kaj je ta
oto¢an? Kateri prebivalec je vitez in kateri je oproda?

D je vitez in B je vitez.
B je vitez ali je A oproda
C je oproda ali je E vitez.
A jevitez in C je vitez.
C je vitez ali je B vitez.

agrwdE

Postopek reSevanja:

Zgornje pogoje zapisemo v matematiénem jeziku. Dogovorimo se za oznako — , Ki jo dodamo pri oprodi.
Potek resevanja sem zapisala s semanti¢nim drevesom in s tabelo.

Predpostavimo, da je oto¢an oproda, torej so vse njegove izjave neresni¢ne.

—-( D AB)
- (Bv=A)
- (=C VE)
- (AAC)
- (Cv B)

ok~ own e

Semanti¢no drevo:

1) -D -B
2.) -B -B
A A
3) C C
4. -A —-A -A -A
-C -C -C -C
X X X X
Tabela:
N (1) -D -B
N (2.) -B -B
A A
N 3.) C C
—|E _‘E
-C -C -C -C
X X X X
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Ni resitve, torej otoCan ni oproda, ampak je vitez. Zato so vse njegove izjave resnicne.

DAB

AAC
CvaB

arwdPE

Bv -A
—-C VE

Semanti¢no drevo:

1)

@)
®3)
(4)

)

Tabela:

X 0>

OX>» m

X 0>

-A

XOX>» m

1)

@)

-A

®3)

d
(@]

(4)

X 0O>r

OX> m

X 0>

XO>» m

)

Resitev:

A je vitez
B je vitez
C je vitez
D je vitez
E je vitez

Nina Budna
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Resitve

Barvni sudoku

6/2|1|5/4]|3
413|5|2|1|6

6/1|12|3|5|4
314|5|2|1|6
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Latinski kvadrati
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Sudoku s ¢rkami

4 3 1 2 3 1 2 4 3
A A D D c A B c C
1 2 4 3 2 3 4 1 2
A B B c A D A C A
2 4 3 1 1 4 3 2 4
A D D B D D A D A
3 1 2 4 4 2 1 3 1
B c c c B c B B C
4 2 3 1 4 3 1 2 3
D B D B B B A D D
2 1 4 3 2 1 4 3 4
A C B A B B A c C
1 3 2 4 3 4 2 1 1
A B C C D D A c C
3 4 1 2 1 2 3 4 2
c A D D D C A C B
1 2 4 3 4 2 3 1 2
B A c B D D C D B
3 4 2 1 1 4 2 3 4
A A D C c B A A B
2 3 1 4 3 1 4 2 3
C D D B B B A B C
4 1 3 2 2 3 1 4 1
D A C B C D A C c
1 3 4 2 2 4 3 1 3
C C c A A B D A C
2 1 3 4 3 2 1 4 4
B B D B c D C C C
3 4 2 1 4 1 2 3 1
A D C A A B B B D
4 2 1 3 1 3 4 2 2
A D D B D A D c A
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Futoshiki

H BB B
H B-H-B

HEHE N
2<3-1 5 4
5 I 4 38-2

4 18 5 2
2<5 4-3 1
5 38 2-1 4

H E-H-B
H BB

13 4<5 2
3 4-1<2 5
4 5-2 3 1
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Razpored znakov

Gobelini
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Krizne vsote
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Krizni produkti

140

24

14

63 \ |48
21 7|8
18
Flolse |2
“l 9
%
%
%
63 \ |15
27
9 | 3
168
210
7 | 5
u
u
2
28
7
2 N\ |10
b
7
20
60
6
8
2 2 4
6
18
7 2
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Labirint na kocki
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Labirinti na enostavnih poliedrih
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Vecdelni labirinti na zemljevidu
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Odstranjene kocke

43 79 o7
64 100 116
61 65 80
60 04 50

Kocki dolo¢i mrezo
{4,2,2,1,4, 4}

Labirint v kvadru

IRE |
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Labirint na ploskvah
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Labirint na projekcijah teles

gtevilno
meinih
plozskewv

32

grtevilao
robowv

20

gtevilo
oglide

a0

Lip
rotacijske
Simetrije

gtevilno
meinih
plozskewv

32

grtevilao
robowv

20

grtevilao
oglisé

&0

tip
rotaciiske
Simetrije
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Labirinti na mrezi valja in stozca

1.
15 16 13 "
12
1
10
2.




Logika & razvedrilna matematika

o1

Analiziraj pogoje nalog

CAB
(Blalc] SCA
CBA |ABC |BAC
ACE
CAB |BAC
clelall e
ACB
[Blalc] CAB
ADCB
B[p[c[a]| CDBA [BDAC
BCDA |CBDA |DBCA |ABDC [ABCD |BADC |BACD
ADCB
(A lp[B|c] BCDA |CDBA
BDCA
ACBD | ADCB |BDCA
BEAA CDAB |CADB
BDAC |BADC
CABD [CDBA [CBDA
c[|a]p] CDAB [CADB
DBAC |BCAD |BDAC |BACD |BADC
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