Logika & razvedrilna matematika 1

Spostovani,

Pred vami je Cetrta Stevilka 27. letnika revije Logika in razvedrilna matematika. Bolj kot na
vsebino te Stevilke, ki se ne razlikuje veliko od vsebin Stevilk zadnjih nekaj let, bi vas radi opozorili
na starejSe Stevilke revije, ki so zdaj dostopne na spletu, bodisi v celoti, bodisi le delno. Do teh
stevilk pridete prek povezave: http://www.logika.si/revija/vsebine.htm

.....

pripravo na tekmovanje iz logike (https://www.zotks.si/ ), iz razvedrilne matematike
(https://www.dmfa.si/ ), na tekmovanje Matemcek in na tekmovanje za priznanje logi¢ne poSasti
(http://www.mathema.si/ ).

Se bolj so te naloge koristne za vsakdanje urjenje moZganov, ki tako kot telo potrebujejo nekaj
vsakdanje telovadbe, potrebujejo kaksno logi¢no nalogo za jutranji zagon nasih misli.

Na spletni strani logika.si boste nasli e vrsto ¢lankov iz preteklih Stevilk revije, ki dajejo nekaj
teoreti¢nih izhodis¢ in definicij, povezanih z logiko, ter ve¢ zbirk tipi¢nih logi¢nih nalog.

Naredili smo tudi prve korake sklopa racunanje, kjer bomo objavljali naloge za utrjevanje osnovnih
vsebin matematike v osnovni in srednji Soli.



http://www.logika.si/revija/vsebine.htm
http://www.logika.si/
https://www.zotks.si/
http://www.mathema.si/
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Barvni sudoku

V n x n kvadratkov moras vpisati zaCetna naravna Stevila od 1 do n tako, da bo v vsaki vrstici,
v vsakem stolpcu in v kvadratkih iste barve nastopalo vseh n Stevil.
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Latinski kvadrati

V n x n kvadratkov moras vpisati zacetne $tevilke 1, 2, 3, ... tako, da bo v vsaki vrstici, v
vsakem stolpcu nastopalo vseh n Stevilk.
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Sudoku s ¢rkami

V n x n kvadratkov moras vpisati zaCetna naravna Stevila od 1 do n tako, da bo v vsaki vrstici,
v vsakem stolpcu in v kvadratkih z isto ¢rko nastopalo vseh n Stevil.
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Futoshiki

V n x n kvadratkov mora$ vpisati zacetna naravna $tevila od 1 do n tako, da bo v vsaki vrstici
in v vsakem stolpcu nastopalo vseh n $tevil ter da bodo izpolnjene vse relacije.
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Lastnosti lika

Ugotoviti moramo lastnosti lika. Lik ima obliko (trikotnik, kvadrat, petkotnik), velikost (majhen,
srednji, velik), barvo (rumen, oranzen, moder) in debelino (tanek, debel). Lahko si izberemo tudi le
nekaj prvih lastnosti. Danih je nekaj stavkov v simbolni obliki in njihova resni¢nostna vrednost (R
za resnicen in N za neresniCen). Stavki so lahko enostavni, na primer, “Rumen” pomeni, da je lik
rumen, ali sestavljeni, na primer, “Velik A Moder” pomeni, da je lik velik in moder; “Petkotnik v
Tanek”, pomeni, da je lik petkotnik ali tanek;

“Debel v Oranzen” pomeni, da je lik ali debel ali oranzen; "Tanek = Rumen" pomeni: ¢e je lik
tanek, potem je rumen; "Moder < Velik" pomeni: lik je moder, ¢e in samo ¢e je velik).

Velik R
oblika
Kxradrat R
wvelikost
Trikotnik = Petkotnik R
Kxradrat N
IMajhen Y Petkotnik N oblika
Trikotnik ¥ Velik R wvelikost
Trikotnik ¥ Velik R
Petkotnik N
Tanek R
oblika
Trikotnik A Tanek R
wvelikost
Srednji & Tanek N
bharva
QOranZzen /M Petkotnik N
debelina
Velik = Moder N
OranZen < Srednji N
OranZen <= Petkotnik N
oblika
OranZen U Srednji N
wvelikost
Kvwadrat < Majhen N
barva
Kwadrat ¥ Rumen N
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DolocCi razpored

C.

A JE SOSEDA OD |R

B

A JE SOSEDA OD |R

B JELEVOOD C.|R

B JE DESNO OD
C.

A JE DESNO OD
B

B JELEVOOD C.

A JESOSEDAOD D.|N A JESOSEDAOD D.|N
B JESOSEDAOD D. |R A JEDESNOOD C. |R
A JELEVOOD D. |N C JEDESNOOD D. |N
B JEDESNOOD C. |R C JESOSEDAOD D. |R
A JEDESNOOD B. |R

B JESOSEDAOD E.|R
B JESOSEDAOD C.|N

A JELEVOOD B. |N
A JESOSEDA OD B.|N

C JEDESNOOD E. [N
B JELEVOOD C. |R

C JELEVOOD D. |N
C JEDESNOOD D. |R

B JEDESNOOD E. |R
A JEDESNOOD D. |N
A JEDESNOOD B.|N

B JEDESNOOD C. |R
B JEDESNOOD C. |R

C JEDESNOOD D. |R
B JELEVOOD D. |R

B JELEVOOD E. |R
B JEDESNOOD D.|N

A JELEVOOD D. |R
A JELEVOOD E. R

A JE SOSEDA OD B. [N
C JELEVOOD E. |N
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Gobelini

Kvadratke v razpredelnici moras pobarvati sivo tako, da bo zaporedje sivih pasov v vrstici
ustrezalo zaporedju Stevil na desni in da bo zaporedje sivih pasov v stolpcu ustrezalo
zaporedju Stevil pod njim.
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Krizne vsote

Naloga reSevalca je, da izpolni bele kvadratke s Stevkami od 1 do 9 tako, da je vsota Stevk v
zaporednih belih kvadratkih po vrsticah in stolpcih enaka Stevilu, ki je zapisano v rdecem
kvadratku na zacetku vrstice (stolpca) nad (pod) diagonalo. Pri tem pa morajo biti vse Stevke
vV posamezni vrstici (stolpcu) razli¢ne.
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Krizni produkti

Naloga resevalca je, da izpolni bele kvadratke s Stevkami od 2 do 9 tako, da bo zmnoZek Stevk
v zaporednih belih kvadratkih po vrsticah in stolpcih enak $tevilu, ki je zapisano v sivem
kvadratku na za¢Jetku vrstice (stolpca) nad (pod) diagonalo. Pri tem pa morajo biti vse
Stevke v posamezni vrstici (stolpcu) razli¢ne.
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Labirint na kocki

Povezi to¢ki na kocki:
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Labirinti na enostavnih poliedrih

Povezi tocki na poliedru:
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Povezi sliCici, ki pripadata isti grupi
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Povezi sliCici, ki pripadata isti grupi
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Prostorska predstavljivost

a) Katero Stevilo moramo vpisati na mesto znaka ??, da bosta stranici pripadali istemu robu
poliedra?
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b) Katero $tevilko moramo vpisati na mesto znaka ??, da bosta oglis¢i pripadali istemu
ogli$¢u poliedra?
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Labirinti na robovih poliedra

V naslednjih nalogah moramo povezati dve oglis¢i poliedra, ki je podan z mrezo. Poiskati moramo
pot od oranzne do modre tocke. 1z ene tocke lahko gremo do druge tocke, ¢e je med njima debelejsa
Crta ali pa tocki predstavljata isto ogliS¢e poliedra.
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Vecdelni labirinti na zemljevidu
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Labirinti na zemljevidu

1.
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Odstranjene kocke

Dan je kvader, ki sestoji iz kockic. Odstranimo vse kocke, ki so zaznamovane ¢rno od vrha do
dna, od leve do desne in od spredaj do zadaj. Koliko kock smo odstranili?
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Kocki doloc¢i mrezo

Vsaki mrezi na desni (ve¢ja mreza) dolo¢i mreZo iste kocke na levi.
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Labirint v kvadru

Kvader sestoji iz vodoravnih slojev kockastih oddelkov (zgornji, srednji in spodnji sloj so dani od
leve proti desni). Odebeljene Crte preprecujejo prehajanje med sosednjima oddelkoma istega sloja.
Med oddelkom in oddelkom neposredno pod njim lahko prehajamo, ¢e in samo ¢e je prvi pobarvan

belo.
Pois¢i najkrajSo pot od oddelka z 1 do oddelka z A! Pot oznaci z zaporednimi naravnimi Stevili.
Prvi oddelek je Ze oznacen z 1, vsak naslednji sosednji oddelek (kocko) pa s stevilom, vecjim za 1.
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Labirint na Riemannovi ploskvi

Imamo vec listov, ki jih razlikujemo po zaporedni Stevilki od leve proti desni. Vsak list ima obliko
podkve, sredina pa je razrez. Vsi kvadratki enega lista so povezani, prehod med njimi pa nam
prepreci odebeljena ¢rta. Kako je s prehajanjem z nekega lista na drugega? To so prehodi po
horizontali. Recimo, da smo se znasli na desnem zgornjem kvadratku drugega lista. Oznaka
sosednjega pravokotnika je 4 - to pomeni, da lahko nadaljujemo na levem zgornjem kvadratku
Cetrtega lista. Tak prehod pa ni mozen, ¢e je med kvadratkom in sosednim pravokotnikom
odebeljena Crta. Poiskati moramo pot od ¢rne do sive pike.

Pri barvnem labirintu so listi oznaceni z barvami.



Logika & razvedrilna matematika

25




26 Logika & razvedrilna matematika

Labirinti na ploskvah

Podan je labirint na pravokotniku. Moramo poiskati pot od temnejse do svetlejse pike. Prehod med
sosednimi kvadratki je mozen, ¢e med njima ni odebeljene ¢rte. Skica na levi pomenti, kako sta
nasprotni stranici pravokotnika povezani (miselno ju moramo zlepiti).
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Labirinti na projekcijah teles

Telo je projicirano v ravnino. Na projekciji je podan labirint, kjer odebeljene Crte preprecujejo
prehod iz projekcije mejne ploskve na projekcijo sosedne mejne ploskve.

grevila
meinih
ploskew
gtevilo
robowv

gtevilo
oglide

Lip
rotacijske
Simetrije

gtevilno
mejnih
plozskew
Stevilno
robowv

gtevilno
oglise

tip
rotaciiske
Simetrije
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Labirinti na mrezi valja in stozca
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PoiscCi imena likov

Pois¢i imena likov in analiziraj neodvisnost pogojev.

< <&

1. Lik B jenad C.

2. Lik A je desno od C.

3. Ce lik A ni trikotnik, potem lik B ni siv.

1. Lik A je levo od D.

2. Lik A je vegji kot D.

3. Ali lik B ni siv ali lik B ni bel.

pd V] 2]

4. Lik A je trikotnik ali je lik C srednje velikosti.

1. Lik C jenad D.

2. Lik A je manjsi kot C.

3. Lik B jedesno od C.

4. Lik B ni siv ali lik A ni siv.

| o =zl O

/\ 1. Lik A jenad D.

2. Lik C je desno od D.

3. Lik A je manjsi Kot B,

4. Ali lik D ni petkotnik ali lik E ni bel.

5. Lik D je trikotnik in lik A ni majhen.

| B O O =2
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Analiziraj pogoje nalog

Dobro definirana naloga je naloga, pri kateri so njeni pogoji potrebni in zadostni za njeno resitev.
To pomeni, da noben pogoj ni odve¢ in da ima naloga enoli¢no resitev. Pri zastavljeni nalogi imamo
lahko ve¢ mozZnosti:

Naloga nima resitve, pogoji so protislovni.

Naloga ima ve¢ reSitev, to je, pogoji niso zadostni (za enoli¢no resitev).

Naloga ima enoli¢no resitev, vendar pogoji niso potrebni (vsaj en pogoj bi lahko izpustili in bi
naloga Se vedno imela enoli¢no resitev).

Naloga ima enoli¢no resitev in pogoji so potrebni (neodvisni) in seveda zadostni. Naloga je dobro
definirana.

V naslednjih nalogah moramo ugotoviti, kako je s pogoji naloge.

Poiskati moramo imena A, B,C, ... likov, ki so oznaceni z 1, 2, 3, ..., ¢e so izpolnjeni pogoji na
desni strani slike. Ugotoviti moramo tudi, ali so pogoji neodvisni.

A\

1.Lik B je kvadrat. N
2.1k C je petkotrak ali je Gk C kvadzat, |

1.Lik & je trikotnik. N
2.Lik B je oranZen, ¢e in sarao ée je Lk B petkotmk. [N

1.Lik & je pod C. R
& 2.Ce je lik A kvadrat, potera je lik & oranen. |R

1.Lik P nioranZen. |R
2.Lik& jelevoodB. |R
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1. Petkotnik (B) v Trikotnik (C)

2. Kvadrat (C) v Desno od (&, B)

3. Tnkotrik (C) L Levood (4, C)

1. pogoj
112 (3[4 2. pogoj
3. pogoj
% A 1.5v (B) £ Pod (C,D)
@ 2.Bel (D) «= Nad (4,C)
3. Petkotnik (C) A Levood (B, C)
1. pogoy
1|2 4] 2. pogoy
3. pogoj
@ <3> 1.Pod (&, B) R
f i 2.51v (&) V Petkotrk (D) N

3. Tnkotnik (D) 4 Levood (B,D) |N

1. pogoj

2. pogoj

3. pogoy

1. Levo od (&, B) R
2.5 (C) ¥V Desnood (B, C)
3. Kvadrat (D) < Pod (4,B) [N

=

1. pogoy

2. pogoy

3. pogoy
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Protislovni pogoji

V naslednjih nalogah so pogoji protislovni. V resitvah navajamo en pogoj, Ki je v protislovju z
ostalimi.

1.

1. Lik A je vegji kot C. R
2. Lik B ni majhen in lik B ni trikotnik. N

ij 3. Ce lik A ni petkotnik, potem lik B ni velik. | N

@ 1. Lik C ni majhen. R
2. Lik A je pod B.

3.Lik B jedesnood C. [R

py)

w

1. Lik C ni siv. R
2. LikAjelevoodC. |R

3. Lik A je nad B. N

Nagradna logiCna naloga

Stirje davkopla¢evalci (Miha, Miran, Marko, Andrej), z razliénimi priimki (Gorjanc, Rop, Gaber,
Gorjup) so kupili razli¢ne, po zagotovilih, varne nalozbe (obveznice NLB, delnice NLB, obveznice
Abanke, delnice Abanke).

Za vsakega doloci ime, priimek in nalozbo.
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1. Miha ni bil ne ob obveznice Abanke ne ob delnice NLB.

2. Marko se pise Rop.

3. Rop ni bil ne ob obveznice Abanke ne ob delnice NLB.

4. Gorjanc ni bil ne ob delnice Abanke ne ob obveznice Abanke.
5. Miran se ne piSe Gaber.

6. Gorjup ni kupil obveznic Abanke.

7. Rop ni kupil delnic Abanke..

L
o
9 8| £
2 | 3| < |5
o 8 =z | 8 <
o [ [<5] [ [<5]
Els BE|2|2 2|2 ¢
@ @ 4] @ S 3 S 3
Miha
Miran
Marko
Andrej
obveznice NLB
delnice NLB
obveznice Abanke
delnice  Abanke
ime priimek prevara
Mha
Miran
Marko
Andrej

Resitev nagradne uganke posljite do 1.8..2018 na naslov Logika d.o.0., Svetceva pot 11, 1241
Kamnik, s pripisom »Nagradna uganka«. Prosimo vas, da napiSete domaci in ne Solski naslov, da
vam, ¢e boste izzrebani, posljemo nagrado.

Naslednji resevalci nagradne uganke iz 3. Stevilke bodo prejeli posevno prizmo Polydron in
Mercatorjevo vrtavko »Disney Frozen«: E.P. in T.K., LASKO:; N.V., LIJUBLJANA; B.O.inT.L.,
POLJANE NAD SKOFJO LOKO.
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Naloga v esperantu

Tri amikinoj (Lana, Jana, Nina) havas tri hundojn (Mistralo, Kingo, Pongo) de diversaj bredoj
(angla setero, dobermano, pudelo) kaj venas el diversaj urboj (Berlino, Kairo, Bagdado).
Divenu iliajn nomojn, la nomojn kaj bredojn de iliaj hundoj kaj la urbojn, el kiu la virinoj kaj iliaj

hundoj venas.

ONOO O WN B

. Kingo ne estas angla setero.
. La pudelo estas en Kairo.

. La dobermano ne venas el Berlino.
. Jana ne havas Pongon.
. Lana ne havas pudelon.
. Lana venas el Berlino.
. Pongo ne estas dobermano.
. Kingo ne venas el Bagdado.

Mistralo

Kingo

angla setero

Fongo

dobermano

pudelo

Berlino

kairo

Bagdado

Lana

Jana

Mina

Berlino

kairo

Bagdado

angla setero

dobermano

pudelo

narmo

hunoo

fredo

Lo

Lana

Jana

RIRE!

Simona Klemencic
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Algebra imen

V tem sestavku bomo obravnavali stavke oblike »A je x.«. Rekli jim bomo singularni stavki, »A« je
subjekt stavka, »x« pa njegov predikat. Primer takSnega stavka je »Sokrat je ¢lovek.«. Subjekt in
predikat veze kopula (vez) »je«. Poljski logik Le$nievski je zapisoval taksSen stavek v obliki »A &
x«. Subjekt in predikat stavka sodita v kategorijo imen. Ime je prazno, ¢e ne oznacuje nobene reci
(ali bitja), je singularno, ¢e oznacuje natanko eno rec in je obCe ime, ¢e oznacuje vsaj dve reci
(bitji). Tako je »nic« prazno ime, »nekaj« pa oznacuje sploh vse reci in je zato obCe ime. Ime
»Sokrat« je singularno ime.

Dogovorimo se, da je stavek »A je x« resni¢en natanko tedaj, kadar je »A« singularno ime, »x«
obce ime ali singularno ime, ki oznacuje isti objekt kot »A«, lahko pa tudi Se kakSno drugo rec.
Tokrat bomo imeli opravka z likom, ki ima lahko naslednje lastnosti: obliko (trikotnik, kvadrat,
petkotnik), velikost (majhen, srednji, velik), debelino (tanek, debel) in barvo (oranzen, moder,
rumen).

Ce lik A nima lastnosti »x«, potem ima lastnost »ne-x«, kar bomo pisali »A je ~x«. Oznaka »~« je
negacija imena in ni stavéna negacija. Ni mi znano, da bi kakSen naravni jezik posedoval taksno
negacijo. Stavek »A je x A y« pravi, da je ima A lastnost x in y. Tu imamo opravka s konjunkcijo
imen in ne stavkov. V slovens¢ini lahko re¢emo »Lik A je rumen in velik.« ali pa »A je rumen ali
velik«, kar bomo pisali v obliki »A je x U y«. V tem primeru gre za imensko disjunkcijo. Ce
vsakemu imenu x priredimo mnozico reci X, ki jih ime oznacuje, potem imenu »x M y« ustreza

X MY, imenu »X Vv y« ustreza mnozica X U Y, imenu »ni¢« prazna mnozica &, imenu »nekaj«
univerzalna mnoziva U, imenu »—x« pa komplement mnoZice X, to je CX=U-X. Trditev »A € x«
lahko v jeziku mnozic zapiSemo na dva nacina:

»{A}c X«ali Ae X.

Vse podmnozice mnozice U z operacijami C, N in U tvorijo algebro mnozic, zato lahko govorimo o
ustreznih imenih, da tvorijo skupaj z operacijami ~, n in U algebro imen. V primeru nasega lika pa
bi lahko govorimo o algebri lastnosti.

V naslednjih nalogah bomo imeli seznam pogojev, ki jih bo izpolnjeval lik. Ugotoviti bo treba
osnovne lastnosti lika. Pogojev bo zadosti za enoli¢no resitev, vendar se bo veckrat zgodilo, da je
pogojev prevec, torej pogoji ne bodo nujno za enoli¢no resitev.

~Moder R
~Kradrat R oblika
~Petkotnik | Rumen N velikost
~Petkotnik || Majhen R barva
~Kadrat || Srednji R
~Moder R
~Kradrat R oblika Petkotnik
~Petkotnik || Rumen N velikost Majhen
~Petkotnik | | IMajhen R barva OranZen
~Kradrat | Srednji R




36

Logika & razvedrilna matematika

Naloge

~Iajhen R
~Majhen ] ~Velik N oblika
~Kradrat [| ~Srednji N velikost
IMajhen [] ~Velik N
Kvadrat R
oblika
~Ttrikotnik R
velikost
IMajhen [ ] ~Petkotnik R
~Trikotnik R
oblika
~Kradrat R
velikost
OranZen [ | Majhen R
barva
~Majhen |_| ~Petkotnik N
~Trikotnik N
Velik || ~Trikotnik N ohlika
Srednji | Kvadrat R velikost
Petkotnik || ~Trikotnik N
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Plemljevi matematicni zapiski

V Arhivu Republike Slovenije, pod oznako AS 2013, Plemelj Josip, Skatla 3, Razni matematicni

zapiski in rokopisi, najdemo vecje Stevilo primerov reSevanja enacb in razli¢nih racunov. Plemelj je

porabil ves njemu razpoloZljiv papir za ra¢unanje. Ce je prejel kaksno obvestilo, napisano na eni
strani, je drugo stran popisal z racuni. Iz naslednjih dveh fotografij Petra LegiSe lahko ugotovimo,

da je bil Plemelj izjemno natanc¢en in skrben ¢lovek.

&m b }1-_- x"—% Xy'a -‘7?" ; 7;0(7)

E;”J"" £ (z),‘p.Lwnai poropan Lo da o X3 (2) ,350643/3./“‘:4«
Ao A tws»J—»

APy e e 3 ) A ek ) = 408

( FCEex-zy 4
Jeldin s o shent sl € i (g e 5 ), L

t () 5 {(§+)‘;‘“’§Ai)= g: | :~C\w 7:"%,7‘ "7‘50(7]

L * . {'(%"‘"""3 ) —_;7 1 , /

\ @“/1:"1"'"‘2""-““ et %_",‘, 377:'/QL ?o;&f.‘m,.u.o:;ow' W,Jw('—fw

fo Mﬁa] ,3:. A&(QW\GA/J\A Fo— o 7:‘(;7. 2unasle

2 4 t 2 &

(3\ A = E.fé}"?‘-—‘\f'% v Pt
wddp‘( x=t (2) oitsla %, ” b4 &-&.\, M,(-wi‘}k M«aS"‘/‘L‘“T I
Tw’]\ P a a ; T 3

R //V %(jd- g;&??‘).’i(&-gr;y‘):_.—%!l? -
fn frhdogin pn furt sla o iﬁ;‘léymw,w'ﬂc( Tekaj ye

A3 3

L (x+ ‘;'.'%7:) =i

9

ket amzny, |, vEolp)

S 1y A o
T e T
) §.z= =2 ’ﬂ“/f*‘; AN ETYe?

é""'AA-/AM {"’r—‘/{,vw. %w@o/of(‘&'kapu:&/&"al ?inﬂ/gﬂ
/&n‘e/d;a.;u: e e psogussl  dn L (;:{ g.«:,oa.,‘@ £
Ao Llo, £ pa & puali (4) m&a,w. vayeep ha SALE p ?(@w(
G T ARG E s R

% ; 5 o, :
vV (6') 2‘:( rw\' 2‘30(1) Mw Soxeso )f,?z(.fl)ﬁ“)’.'b’t ‘Mm

Aere pha fodlogm »(;z}Maz—ms»,Lps«w.'
*'}‘"t""/"“""&’ »,,..u«l...../Ca%,k;A;u)}- sal).
M 2y, =AY, 42 7=z§.x,7..

%/WA’B/;‘-&) :L{c,g 7:0.

Vewsils 63 pmn dedaf y frrofaklss 2 sudlrak
“““ixm)'"‘ MMA:&,&W‘/\&K )w:/ﬂd\u-c Pm—mj\'ﬁ[’m/s& r,w_



Logika & razvedrilna matematika

38

1873552 . 20544
mc.\\,%m.w ; NQWM,%NWW : Nwawwa : Mb.\..u. 0.3 . 27103%0-0
w.mo.w Jw@won‘.m 213 08326 mim.wwmww mw.owwo% 1149323

297256339 . 52
Q.WMGE._N 52602

31043985 - 3ligoss s

o L G5 QN.NN.

17443

Tl p.&m@%. 420230%-6

Nooow

3750132 -
750132:4 N:NNWNM.N 45321746

47193152 25953977 | 28405799
s abhogr s W ol , &) 34017654 392 1488
4o | 49834077 o> | ER s e loideodes iy S b Aoya432:6
37° 4 44%55222- e zb)kr ooz EO9) LEE GSE 99b7% 31086568
i’ § Sgibdh TLhgehgggsoll opNﬂNnm« 286 C22 | IV ww« 2§ <Ll 998 TOL Y 0%l 096 4|
SyoL vy ine S 8TBXT 169 S7T 91899 991 41 o9ézsesy e mMCJo« 7
Yo TLeg p9b L% HgT 1) (o 9596Y% ¢7t49 0024} 290 45 95
. & i shorlr S enlsg e | T, FRreR i e by 9i=
= > 2% brdegy e £ g 599} Mg
L5 07oT80E) § g w1 ] e b6t 20g g 7L ey gz 79 & -
a1559¢8b 075 S e 4 SEL I g B0 6 LA
xwwmwonaol Mmmmhmﬁ. 75t { i ﬁ 2 wm 009 4gT 900’ =
g S b
neheSLIE 2 &w ”MNWMmm owuﬁhwmww@w.w- ﬁqvvwww.wuoumnm WW_ gTLglt &v.ﬁu ‘ 00R%hy 1L OF
YA RIEE T Tl ot L iby 55 5160 . s 2013y -00g 1L 907 wxw@w@ww
?ﬁﬁw@f& T gsonr T 9r1 2Lt il Ly byl £1 9% O,NGMJM.QW
on 789890559 yegserrorslr TgeL o9y 9 et . Tl b7 T pas il Credt |
:mmwi R |ﬂlw3 o0 25 359 a5 o5y oge W:.L* S AR TI ] RATHE o e GUELS
. b
.:m.uowwmww mvh@ wquw i vM.: ILL 91 T 970 reg oTT £46¢ 8 29 .wwwﬁ Y 143 9 weu Mﬂwﬂwﬂ@)«v! mmwi
K m,wommwl _mwm\.wu mmwm 009 490 TOT §0%k F&| ¥9¢ €4g gby g49 “go¢ 9, 00y ¢OV m;& £0Q £yl Gv.mmuwvm
mgghazsy  QIRE S olt vl boz 6| g% ¢LL oggROL LT 00029 “¢gSe 249 9 € T8 %2y 516 L+ )
=
3
:.N N.. (RS N VAREVA : rﬂbrT _NNm .wlw = I.d'.wl Qe N.T@ + |M.._‘!m /Wwd wﬁ.u.—pc.ﬁ‘.w_A L WNQ.JWMW
besin: s 5 ".M / | 8T 91b gy ST e P97 dmfmﬂ\ 208
vm.rlﬂﬁ» ettt Bl e Lse |berneretfblr+ 9 Ariz 2agk
gz WrbgTIhn s 95T STy 7Rl el o g s eipll ey 8s0m6) 25860 y :
TR A iy e % ppoiosy [P el *
2 2 e s kay ofs co L Te9\z -
Nnﬂml.\Jnl.T S ¢ wv ¢ :.n R .: ».m\ Wil .N.h i M.w_m.v o
B <eh sgigh ol %%L‘% Boc T TeRO%E g EE ,_”.N. 98 9%
LY h0) %21 2 pst LAY £ g VA
= Ty e L SEe XS Lo 1 Lo
% e LU L o T e
§e |t Lase Lvet 7)) I T porgin T oy e e
YA \x Fﬁ_.&hfm Ls ewhye  Wlys L Mm? SAC o b MM w_m =
O AN e R == : h K
e ST R . | gy et AR 1Ly
9g0 bt 2 Q.mvowm: . mh.vw.&.m ; PARIS s o in ‘w\.:& ¢Nm.w s @m« 101w
3 e S fiss St k :
o 'Wl.ﬂ. > vuhmxeuf St @F«N&.K..T el umx .m.u.w 2\ :.hmc.,m Nm..t. m..&_‘q mv. . hSi 982 2¢0Lbz 10
e s K % cgse LT o6 T H§+ NW:.M lTlJ.\H._ K..ﬁ. o m..zwmwm m_.:wh ‘g
- ! R N..%)&.h&. £1°22°2)1) 'K 01 226 26z “h o) + UH

v



Logika & razvedrilna matematika 39

Definicije v logiki prvega reda

V matematiki se razen z izreki sre¢ujemo tudi s stavki, ki jim re¢emo definicije. Z njimi uvajamo
nove pojme s pomocjo zac¢etnih pojmov in ze vpeljanih pojmov.

Definicije v matematiki lahko delimo na dve skupini. V prvi so definicije izjavnih funkcij, v drugi
pa so definicije izraznih funkcij. To je v skladu z delitvijo izrazov na formule (stavke) in terme
(izraze v ozjem pomenu).

Enostaven primer izrazne definicije nastopi pogosto v nalogah:

Narisi graf funkcije f(x) = x>+2x-3.

Ta definicija je v veljavi le v tej nalogi, torej gre za zacasno definicijo, a ima obliko pravilne
definicije. Njena oblika je identiteta. Taksni definiciji reCemo tudi eksplicitna definicija.

Primer za definicijo izjavne funkcije je naslednja definicija dvomestne relacije.

Vzemimo tale stavek, kjer Stevilo pomeni naravno Stevilo.

(1) Stevilo m deli tevilo n, &e obstaja taksno stevilo k, da je n = km.

Simboli¢no bi to zapisali takole:

m|n < (3k) n = km

V resnici moramo definicijo zapisati kot ekvivalenco, saj sklepamo v obeh smereh:

(2) mn < 3k(n = km)

Izrek:

(3) kim A m|n = k|n

Dokaz: Predpostavimo k|m in m|n.

Po definiciji (2)(v smeri =) velja 3p(pk = m) in 3r(rm = n).

Potem za neki Stevili p1 in ry veljapik =minrim=n,

1z obeh enakosti sledi rip:ik = n, torej res obstaja tak hi (namrec rip1),

da velja 3h(hk = n). Po definiciji (1)(v smeri <) velja k|n.

Glavni razlog za okraj$avo je, da je pravilna definicija, izrazena v obicajnem jeziku, preved
dolgovezna:

(4) Stevilo m deli $tevilo n natanko takrat, kadar obstaja taksno $tevilo k, da je n = km.

Stavek (1) moramo razumeti kot okrajSavo za stavek (4).

To je tipi¢na definicija, ki uvaja novo dvomestno relacijo. Ima obliko ekvivalence. Levo stran
imenujemo definiendum (del, ki se definira, dolocenec), desno pa definiens (del, s katerim
definiramo, dolocevalec).

Izraz (2) ni stavek, ampak je formula. V resnici bi moralo biti

(Ymn)( mn < (3k) n = km)

Vendar je obicajen dogovor, da se univerzalni kvantifikatorji, ki se nanasajo na celoten izraz, ne
pisejo.

Definicija je v nekem smislu pravilo o zamenjavi dolo¢enega izraza z nekim drugim, po SvVoji naravi
ekvivalentnim izrazom. Pri tem morajo veljati neki pogoji:

Najprej zapiSimo dva pogoja, ki jih mora izpolnjevati definicija, ki uvaja v teorijo nov znak.

1) Nov simbol mora biti odpravljiv iz vsakega stavka teorije. To pomeni, da v teoriji, za vsak
stavek, ki vsebuje nov simbol, obstaja ekvivalenten stavek, ki tega simbola ne vsebuje.

2) Definicija mora biti nekreativna. To pomeni, da z uporabo definicije ne moremo izpeljati
izrekov, ki jih ne bi mogli izpeljati brez uporabe definicije. Pri tem smo mislili na izreke, ki novega
simbola ne vsebujejo.

Ta dva pogoja sta tudi zadostna, da je novi izraz samo zamenjava za doloden izraz. Cemu potem
sploh definicije?

Vsako teorijo zatnemo z nekimi zacetnimi pojmi, katerih lastnosti so implicitno izrazene z aksiomi.
Aksiomi morajo biti neodvisni. Z uvajanjem definicij lahko vpeljujemo nove relacije. Trditve, Ki
vsebujejo nove relacije, bi postale nepregledne, ¢e bi odpravili vse definirane pojme.
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Na primer, Evklidovo ravninsko geometrijo lahko aksiomatiziramo z enim samim za¢etnim
pojmom. To je lahko trimestna relacija t(A, B,C), ki pravi, da tocke A, B in C tvorijo pravi kot z
vrhom v B.

Kako bi samo z t in logi¢no simboliko zapisali Pitagorov izrek? Prakti¢no neizvedljiva naloga.
Definicije so zgolj teoreti¢no nepotrebne, medtem ko so za dejansko razvijanje teorije
nenadomestljive.

Vpeljava novega® znaka za relacijo
"Ob&ajno na mesto novega znaka vzamemo novo kombinacijo &k, ki je povezana s smislom definiranega pojma.

Definicija, s katero vpeljemo nov znak za n-mestno relacijo, ima obliko

(X1, X2,..., Xn) < A(X1, X2,..., Xn)

Znak oo mora biti nov znak, A(X1, Xo,..., Xn) je formula jezika, ki ima za proste spremenljivke samo
vse ali nekatere izmed X1, Xa,..., Xn. V izrazu a(X1, X2,..., Xn) je X i-ti argument.

Ce imamo opravka z dvomestno relacijo, znak za relacijo najveckrat pisemo med argumenta: p L q,
x>y, a#h.

Recimo, da imamo na razpolago relaciji (A, B, C), ki pravi, da tocka B lezi med to¢kama A in C,
ter Stirimestno relacijo 8(A, B, C, D), ki pravi, da je tocka A oddaljena od B enako, kot je C od D.
Zelimo definirati relacijo AM(A, B,C), ki pravi, da te tri tocke leZijo na isti premici. Definicija je
naslednja:

MA, B,C) < B(A,B,C) vB(A C,B) v B(B, A, C)

Kaj pa relacija (A, B, C, D), ki pravi, da tocki A in B ter C in D lezita na vzporednih premicah:
(A, B, C, D) & —(3X)( M(A, B, X) A A(C, D, X))

Kaj pravi naslednja definicija?

k(A, B, C, D) < §(A, B, B,C) A 8(B, C, C, D) A 8(C, D, D, A) A §(A, C, B, D)

Tocke A, B, C in D so oglis¢a kvadrata.

Vpeljava novega funkcijskega znaka
Imenom objektov osnovne mnozice re¢emo individualne konstante, na primer 1, §tevilo e, $tevilo =.

Recimo, da obravnavamo naravna Stevila in da n' pomeni naslednika naravnega Stevila n.
Potem lahko definiramo:

2=1,
3=2,
4=3.

Podobno lahko definiramo funkcije nad realnimi Stevili:

f(x) = x?+2x-1

p(a, b) =ab

Splosna oblika teh definicij je:

f(x1, X2, ..., Xn) = T(X1, X2, ..., Xn)

Znak f je nov, xi, X2, ..., Xa pa so vse spremenljivke, ki so proste v izrazu t(X1, X2, ..., Xn).

Ni pa nujno, da vse v le-tem nastopajo.

Tako lahko definiramo konstantno funkcijo h(x) = 2.

Zdaj pa zelimo definirati inverzno funkcijo k funkciji x3 in recimo, da ne poznamo potence z
racionalnim eksponentom. Definicija je naslednja:

y=g() < x=y’

V logiki prvega reda morajo izrazi, kot je g(x), vedno zaznamovati doloc¢en objekt, v tem primeru
realno Stevilo. To je mogoce v naSem primeru, samo Ce je prvotna funkcija bijektivna preslikava iz
R v R. To je v tem primeru izpolnjeno.
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Splosna oblika definiranja funkcijskega znaka je takSna:

y = f(X1, X2, ..., Xn) < o(X1, X2, ..., Xn, Y)

Pri tem je xi (0<i <n+1) i-ti argument funkcije f.

Da bi bila ta definicija pravilna, morata biti izpolnjena dva pogoja:

1) (X1, X2, ..., Xn)(3Y) @(X1, X2, ..., Xn, ¥) (eksistencni pogoj)

2) o(X1, X2, ..., Xn, ¥) A ©(X1, X2, ..., Xn, Z) =Y = Z (pogoj enoli¢nosti)

V<¢asih se taks$ni definiciji re¢e tudi implicitna definicija

Pogoji so potrebni, ker v logiki prvega reda ne sme biti t.i. nedefiniranih in nedolocenih izrazov, kot
sta 1/0 ali 0/0.

V geometriji bi lahko definirali razpolovisce tock A in B takole:
C=r(A,B)<=d(A,C,C,B)AB(A, C,B)

Najbolj znana definicija te vrste je opredelitev absolutne vrednosti realnega Stevila:
y=XleoX<0=y=X)AX 20y =X)

Matematic¢na praksa je glede na zapisovanja funkcij precej raznovrstna. Pogosto je tezko ugotoviti,
kaj so oklepaji, kaj je znak za funkcijo, kakSen je vrstni red argumentov:

X', x|, 10gaX, XY, ...

Sestavljene funkcije
V matematiki je najbolj znana definicija taksne funkcije

X, x>0
IX| =4

-X, X<0

Gre za definicijo funkcije, kjer imamo na razli¢nih delih definicijskega podro¢ja razli¢ne izraze. Ce
zelimo to definicijo zapisati v jeziku prvega reda, moramo to formulo spraviti v enodimenzionalni
zapis.

V vecini programskih jezikov imamo na razpolago ukaz oblike:

Ce p(x), potem f(x), drugace g(x).

To lahko zapiSemo v simbolni logiki kot definicijo funkcije k(x) na dva nacina:

y=k(x) = (p(x) =y = f(x)) A (=p(x) =y = f(x))
y =k(x) = (p(x) Ay =f(x)) v (=p(X) Ay =1(X))

Ne moremo pa napisati definicije v eksplicitni obliki kot pri absolutni vrednosti.

V splo$nem imamo lahko popolno mnozico izkljucujocih pogojev pi(X), p2(X),..., pn(X) (pogoji se
paroma izkljucujejo, je pa vedno eden izpolnjen) in mnozico izrazov fi(X), f2(x),... , fa(X).

Zdaj lahko definiramo funkcijo g(x) na enega od nacinov:

y=9(x) < (p2(X) =y = f1(X)) A (P2(X) = ¥ = F2(X)) A ...A (Pn(X) = Y = fa(X)),

y=9(X) < (p2(X) Ay = F1(X)) v (p2(X) Ay =F2(X)) v ...V (Pn(X) Ay = fa(X)).

V programskih jezikih ni nujno, da se pogoji izkljucujejo, ker ustrezen ukaz deluje, tako da se
poisce prvi pogoj, ki je izpolnjen in nato izracuna vrednost ustreznega izraza.

Pogojne definicije

Zdaj pa zelimo definirati operacijo deljenja za realna Stevila. Definicija je:
z=xly o x=12y
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Vendar pa ta definicija priy =0 in x = 1 ne zadosc¢a eksistenénemu pogoju, priy = 0 in x=0 pa ne
velja pogoj o enoli¢nosti. V tem primeru uporabimo pogojno definicijo:

y20= (z=xly & x=1zy)

V ravninski geometriji lahko vpeljemo izraz pr(A, B), ki pomeni premico skozi to¢ki A in B. Toda,
¢e je A=B, imamo Sop premic, ki gredo skozi A. Uporabimo pogojno definicijo:

A=B = (q=pr(AB) < (VX)(M(A, B, X) = X € p))

Tu smo predpostavili dve vrsti spremenljivk: A, B, X, ... zatocke in p, q, ... za premice, ter
dodatno $e pojme o mnozicah. lzraz A(A, B, X) pa je pomenil, da so to¢ke A, B in X kolinearne.

Rekurzivne definicije

Najbolj znan primer teh definicij je opredelitev Fibonaccijevega zaporedja, kjer je n naravno
Stevilo:

f(1) = 1; f(2) = 1, n>2 = f(n) = f(n-1)+f(n-2)

Ce imamo v naravnih $tevilih na zatetku samo operacijo naslednika ', lahko vsoto opredelimo
rekurzivno:

X+1=x,

X+y' = (x+y)

Najveckrat na mesto X' piSemo kar X+1.

Znana je tudi definicija fakultete:

=1,

(n+1)!=(n+1) n!

Definicije v teoriji mnozic

Vecina matematikov uporablja jezik prvega reda skupaj z osnovnimi pojmi teorije mnozic.
Tako lahko definiramo prazno mnozico:

X =0 < (Vy)(=yex)

Vendar moramo dokazati pravilnost te definicije. Eksistenéni pogoj mora biti zagotovljen z
aksiomi, pogoj enoli¢nosti pa je posledica aksioma ekstenzionalnosti:

X=y & (VZ)(zex < zey)

To ni definicija znaka =, saj je ta ze del teorije (logike prvega reda z identiteto) in ni nov znak.
V resnici je dovolj, ¢e bi za aksiom vzeli samo:

(V2)(zex = zey) = x =y

Obratna implikacija je logi¢ni zakon.

Aksiom o podmnoZicah nam zagotavlja obstoj podmnozic

(32) (VX)(xez < xe y A A), kjer y in z ne nastopata v formuli A.
Ce bi bil ta aksiom oblike

(32) (VX)(xez = A)

bi hitro prisli do Russellovega paradoksa.

Naslednja definicija

y={z;zex = A(2)} & (Vz)(zey < 7 ex A A(2))

uvaja operator zdruzevanja {...}. Gre v resnici za neskon¢no mnogo definicij.
Zdaj lahko definiramo presek na dva nacina:

xNy={z;z € xrz ey} (eksplicitno)

Zexny&szexazey (implicitno)

Definicija unije:

xuvuy={z;zexvzey} ai zexuyszexvzey
Vendar za dokaz eksistence potrebujemo nov aksiom (o uniji).
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Definicija po rodu in vrsti

Najbolj znana taksna definicija je

Clovek je razumno Zivo bitje.

To je opredelitev z dolocitvijo najblizjega roda (genus proximum, zivo bitje) in
specifi¢no razliko (differentia specifica, razumno).

To definicijo bi v jeziku mnozic zapisali

XeEcXezbaXer

Definicije v ontologiji Lesniewskega

Prejsnjo definicijo bi lahko izrazili takole:

X je Clovek, ¢e in samo e je X zivo bitje in je razumno.

Simboli¢no je takole:

XeceoXezbaXer

Tu ¢ (epsilon) zamenjuje znak pripadnosti €.

Formalno je videti enako kot pri mnozicah. Gre pa za vsebinsko razliko.
Stavek X ¢ a je resnicen, ¢e in samo ¢e »X« pomeni neko bitje, »a« pa je obe ime za bitja, med
katerimi je tudi X. Takim stavkom v¢asih re¢emo tudi singularni stavki.

V matematiki so taks$ne definicije precej pogoste:

Pravokotnik je stirikotnik, ki ima vse notranje kote enake.

Kvadrat je pravokotnik, ki ima vse stranice enake.

Razpolovisce daljice je tocka na tej daljici, ki je enako oddaljena od krajis¢.

Grupiranje argumentov

Obicajna oznaka za izrazni ali izjavni izraz je f(X, Y, z, ...), kjer je f znak za funkcijo (nekateri recejo
temu funktor), ki mu sledijo argumenti (v tem primeru spremenljivke), loeni z vejico. Mozno je
vejice izpustiti in uporabiti presledke f(x y z ...). Stevilo argumentov je za vsako funkcijo natanéno
dolo¢eno. V¢asih pa bi radi argumente nekoliko grupirati.

Recimo, da Zelimo vpeljati relacijo med $tirimi to¢kami, ki pravi, da sta to¢ki X in Y enako
oddaljeni kot U in V. Da bi poudarili para, bi lahko vpeljali oznako d(X, Y; U, V), torej smo
poudarili lo¢evanje s podpi¢jem. V strokovni literaturi pa najdemo oznako XY = UZ. To je majhna
nedoslednost, ker enakost ni nov simbol. Za relacijo, da je tocka Y med X in Z najdemo oznako X-
Y-Z. Kroznica s sredis¢em v S in polmerom, enakim razdalji med tockama X in Y, ima 0znako Sxv.
Tudi v absolutni vrednosti |x| ni funkcijskega znaka, kot tudi ne v x".

V zadnjem primeru bi veljalo lo¢iti spremenljivki x in n na spremenljivko x in parameter n.

V izrazu kx+n imamo dva parametra in eno spremenljivko. Splosno linearno funkcijo bi bilo
smiselno definirati z | [k, n](x) = kx+ninne z | (k, n, x) = kx+n. Obakrat gre za pravilno definicijo.

V prvem primeru govorimo o povezovalni funkciji (many-link function, veckrat povezani funkciji),
v drugem pa o enostavni funkciji, oziroma kar funkciji.

Spomnimo se Se, da pogosto govorimo o funkciji f(X) Ceprav gre za vrednost funkcije pri nedoloceni
vrednosti X. Bolj natan¢ni bi bili, ¢e bi govorili o funkciji f. Natan¢nost je potrebna pri
programiranju, saj gre za bistveno razliko. V t.i. lambda ra¢unu iz aritmeti¢nega izraza x>+2x
dobimo enomestno funkcijo f = Ax.x>+2x. Ce to ni na razpolago, moramo definirati f(x) = x?+2x.

V splo$nem bi lahko imeli ve¢ vrst parametrov:

G<p,q,1,...>[a, b, c,..](X, Y, Z,...)

Skupinam bi od desne proti levi rekli: parametri O-te vrste (x, v, z, ..., spremenljivke), parametri
prve vrste (a, b, ¢, ...), parametri druge vrste (p, g, T, ...).

Formula R[w, a](r) = (r.o)o+(r-(r.o)w)cos(o)+(wxr)sin( o)
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pomeni rotacijo vektorja r za kot o okoli enotskega vektorja w. Torej sam izraz R[o , o] pomeni
rotacijo okoli o za kot a..

Funkecije s poljubnim §tevilom argumentov

V logiki prvega reda ima vsaka izjavna ali izrazna funkcija natan¢no doloceno stevilo argumentov,
ki je razvidno iz definicije funkcije. V matematiki, posebej Se pri programiranju, pa imamo
funkcije, ki imajo poljubno $tevilo argumentov. Na primer: 1 = min[1, 2], 2= min[4,5,6,2]. V
mathematici je cel niz tak$nih funkcij: Max, Min, ... V matematiki pa jih obic¢ajno opredelimo tako,
da je argument neprazna mnozica in so tak$ne funkcije enomestne.

Logika In eksistenca

Zamislimo si pogovorno podrocje, ki sestoji iz dveh reci a in b. Imejmo Se predikat F. Zdaj lahko
izjavi v predikatnem ra¢unu (logiki prvega reda)

(3x)F(x) in (Vx)F(x) zapiSemo zaporedoma F(a) v F(b), F(a) A F(b).

Imejmo Se dve imeni. Ime e naj bo prazno (sinonim za nic), ime d pa naj pomeni nekaj, to je a ali b.
Ce upostevamo novi imeni, bomo (IX)F(x) in (¥X)F(x) razumeli kot

F(a) v F(b) v F(e) v F(d),

F(a) A F(b) A F(e) A F(d),

Gre za popolnoma drugacno interpretacijo kvantifikacije. V logiki prvega reda imamo samo lastna
imena, ki jim re¢emo individualne konstante. V drugem primeru imamo tudi prazno ime in obca
imena, ki oznacujejo vec reci.

Prvo interpretacijo bomo imenovali omejena kvantifikacija, drugo pa neomejena kvantifikacija.
Zdaj pa vzemimo predikat E(x) <> x = x v omejeni kvantifikaciji. Potem velja (3x)E(x) in tudi
(Vx)E(x). Kako ga razs$iriti na neomejeno kvantifikacijo. Ena mozZnost je, da E(x) pomeni »X je vsaj
eden«. Potem velja

E(a) A E(b) A E(d), ne pa E(e),

Za drugo interpretacijo velja (3x)E(x), ne pa tudi (VX)E(X).

Pri drugi pa velja (3x)—E(x), namre¢ —E(e),

Zato 3x ne smemo Vv drugi interpretaciji brati »obstaja tak x, da, saj bi veljalo, da obstaja tak x, ki
ne obstaja.

V tem primeru 3 ni eksisten¢ni kvantifikator, ampak delni(partikularni) kvantifikator.

V obi¢ajnem jeziku lahko re¢emo »Vse pa res ne obstaja.« ali pa »Pegaz ne obstaja.«

Zato v primeru neomejene kvantifikacije beremo:

(3x)F(x) kot »Za kaksen x velja F(x).«

Sistem logike, ki ima tudi prazno ime in ob¢a imena, je razvil poljski logik Lesniewski. Imenoval
ga je ontologija.

Edini izven logi¢ni pojem je dvomestna relacija med imeni & (beremo »je«).

Stavek A ¢ x je resniCen, Ce je A lastno ime, x pa lastno ali obCe ime, ki oznacuje tudi tisto, kar
oznacuje A. Na primer:

Sokrat ¢ ¢lovek (Sokrat je ¢lovek.)

1 ¢ N (1 je naravno Stevilo.)

V tej teoriji lahko definiramo:

ob(X) < X € x (x je objekt, rec, ...)

xeU < xeXxv—XxeX(X]je karkoli, kar je vedno res)

Xe0 & XeXA—Xex (x]jenid, kar je vedno neresni¢no)

Xeanboxean xeb(xjeainb)
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Xxeauboxexa(Xeav xeb) (xjeaalib)

Xe~a< XeXA—Xea (X]ene-a, negacija imena)

V tej logiki lahko izrazimo omejeno kvantifikacijo, tako da se omejimo na objekte.

Stavek (Ix)F(x) omejene kvantifikacije moramo prevesti v neomejeno kot (3x)(ob(x) AF(X)).
Stavek (VXx)F(x) omejene kvantifikacije moramo prevesti v neomejeno kot (Vx)(ob(x)=F(x)).

Referenca:
C. Lejewski, Logic and Existence, Lesniewski's Systems, Martinus Nijhoff Publishers, 1984.

Definicije v sistemih Lesniewskega

V teorijah Lesniewskega definicij ne smemo vzeti kot okrajSave. Njihova vloga je razSiritev
slovarja in uvajanje novih semanti¢nih kategorij v sistemu, ki se razvija. Na ta nacin so definicije
podobne aksiomom. V nadaljevanju nam teza pomeni aksiom, izrek ali definicijo. Prvo pravilo bo
podobno uvajanju novega relacijskega znaka v logiki prvega reda. Drugo pravilo, to je pravilo
uvajanja nominalne definicije, pa je najboljsi priblizek temu, kar pravimo definicija po najblizjem
rodu in vrstni razliki. (Clovek je razumno Zivo bitje).. Imamo torej dve pravili uvajanja definicij.
1. Pri predpostavki, da je teza T, v danem trenutku, zadnja teza v sistemu, pravilo uvedbe izjavne
definicije dovoljuje, da dodamo k sistemu novo tezo oblike

(1) [...)(o= B(...)),

pri predpostavki, da so izpolnjeni naslednji pogoji: Definiens (del, s katerim definiramo) je v
sistemih Lesniewskega zapisan na levi strani definicijske ekvivalence in je v (1) zaznamovan z a, je
smiseln izjavni izraz glede na T, to je, vsak konstanten termin, ki nastopa v a, nastopa v T ali pa v
kaksni tezi pred T. Vsaka spremenljivka, ki nastopa v a, pripada ze vpeljani semanti¢ni kategoriji.
Definiendum (del, ki ga definiramo), je v (1) oznacen z (...), in je ali (i) konstantna izjava, ki ne
nastopa ne v T ne v nobeni tezi pred T ali (ii) enostavna ali povezovalna izjavna funkcija. Njen
konstantni funktor, ki je oznacen z 3, ne nastopa v T in tudi ne v nobeni tezi pred T. Argumenti
funkcije so samo spremenljivke, nobena v definiendumu ne nastopa ve€ kot enkrat in vsaka
spremenljivka v definiendumu nastopa v definiensu kot prosta spremenjivka. Vsaka prosta
spremenjivka v definiensu nastopa v definiedumu. Univerzalin kvantifikator (v (1) oznacen [...])
veze vse proste spremenljivke v definicijski ekvivalenci.

Preden vpeljemo drugi tip definicije, povejmo, da singularen je stavek A & b resnicen, ¢e je »A«
lastno ime (to je, zaznamuje natanko en objekt), »b« pa lastno ali ob¢e ime, ki zaznamuje tudi
objekt, ki ga zaznamuje »A«. Zgledi: 1 € N (1 je naravno Stevilo). Sokrat je ¢lovek (S € ¢lovek).
Znak »e« beremo »je«.

2. Pri predpostavki, da je T zadnja teza sistema, pravilo nominalne definicije dovoljuje, da k
sistemu dodamo novo tezo oblike

2) [A...J((AeB)=>Acey(...)),

pri predpostavki, da so izpolnjeni naslednji pogoji: Definiens, ki je v (2) zaznamovan z a(A € B ), je
smiseln izjavni izraz. Lahko je ali (i) oblike A € B, kjer je B nominalni izraz ali (ii) je konjunkcija,
katere en argument je omenjene oblike ali (iii) je konjunkcija prej opisane oblike, ki ji predhodi
partikularni kvantifikator. VVsak konstantni termin, ki nastopa v definiensu, mora nastopati v T ali v
kaksni predhodni tezi. Vsaka spremenljivka, ki nastopa v definiensu, mora pripadati ze uvedeni
semanti¢ni kategoriji. Izraz, ki je v (2) oznacen z ¥(...), je ali (i) konstantno ime, ki ne nastopa ne v
T ne vtezah pred T, ali (ii) enostavna ali povezovalna funkcija, katere konstantni funktor y ne
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nastopa ne v T ne v tezah pred T, in argumenti katere so spremenljivke, ki nastopajo v y(...) samo
enkrat. Vsaka spremenljivka ki nastopa v A € y(...), nastopa v au(A € 3 ) prosto in vsaka prosta
spremenljivka v definiensu nastopa v definiendumu. Te spremenjivke veze univerzalni kvantifikator
(A ...].

Nekoliko bolj restriktivna je naslednja shema nominalne definicije:
[A...JAey(..)=AeAA YY)
Tu spremenljvke A ..., nastopajo vse v definiendumu in prosto v definiensu, ki je tokrat na desni.

Ce nekoliko poenostavimo zadevo: Znak, ki ga vpeljuje definicija, mora biti nov znak. Proste
spremenljivke v definiensu so natanko tiste, ki nastopajo v definiendumu. Povezovalna funkcija je
izraz oblike f{a b..}[p q](x y...), kjer z zaporedjem oklepajev lo¢imo spremenljivke na obic¢ajne
spremenljivke X y ... in parametre a, b, p, q,...Pri obi¢ajni funkciji imamo samo en oklepaj.
Znaku za funkcijo re¢emo funktor.

Seveda bomo lahko pisali tudi definicije, kjer je, kot je obi€ajno, definiendum na levi strani
ekvivalence.

Zgledi nominalnih definicij (glavni univerzalni kvantifikator opuS¢amo, definiens je na desni, znak
za nominalno dvomestno funkcijo pa piSemo med argumenta):

AexnNnyaAexaBex (Ajexiny)

AexuyoAecAA(AexvBex) (Ajexaliy)

AerAeAA—-AcA (Ajenic)

AgsUS AcgA (Ajeobjekt, A je nekaj)

AcxaAceAA=(AeXx) (Ajene-x < A jeobjekt, ki ni x)

»U« pomeni »stvar ali bitje« ali »objekt« (tudi »nekaj«).

»h« je prazno ime, po slovensko nic.

Stavek oblike A € A je vedno neresni¢en. V matematiki je prazno ime 1/0.

Definicijo oblike Aey(...) & Ae AA Y, bi lahko brali tudi Agy(...) & A e U A W in natanko
ustreza definiciji oblike A € y(...) < A € U A ¥ pri mnoZicah (z uporabo aksioma o
podmnozicah). Eksplicitna definicija bi bilay(...) = {A; A €e UA ¥}

Identi¢nost objekta definiramo z izjavno definicijo: X =Y <& XeYAY ¢ X

Recimo, da je »U« »naravno §tevilo, vkljucno z O«.

Zdaj definiramo deljenje (predpostavimo, da mnozenje Ze imamo):.

XeYIZ& XeNAY =XZ

Navidezna, oziroma prazna imena, so 3/2, 5/2. Singularna (lastna) imena so 6/2, 3, 10/5, ... Kaj pa
0/0?

Xe0/0<=0=X.0

Vidimo da je »0/0« po pomenu isto kot N.

Prednost nominalnih definicij v sistemih Lesniewskega v primerjavi z definicijami funkcijskega
znaka v logiki prvega reda je ta, da ni potrebno dokazovati eksistencnega pogoja in pogoja
enoli¢nosti. Imamo pa zato lastna, ob¢a in prazna imena.

Tu tudi ne moremo govoriti o eksisten¢nemu kvantifikatorju, saj spremenljivke lahko nadomestimo
tudi s praznim imenom.

Da obstaja vsaj en a lahko definiramo takole:

ex(a) < [3X] Xea (zakak X, X je a)

Da je aen sam:

ob(a) < [Ib]lach

Da je a najvec eden pa

sol(@) = [YZ](YeanZea= Y e2Z)
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Definicije inverznih funkcij

Funkcija 'y = sin(x) je preslikava R->[-1,1]. V sistemih Lesniewskega bi lahko definirali:

y € Arcsin(x) < x = sin(y)

Potem velja 0 € Arcsin(0), € Arcsin(0), -t € Arcsin(0), 2x € Arcsin(0). Vse so to koti, ki imajo
sinus enak 0.

V<¢asih so govorili o vecli¢ni funkciji Arcsin.

Po danasnjih dogovorih v okviru logike prvega reda naslednja definicija ni mogoca:

y = Arcsin(x) < x = sin(y)

Nista izpolnjena pogoja o eksistenci (na primer za x=2) in enoli¢nosti y=0, y=mr,...).

Zato bi morali zapisati pogojno definicijo

y € [-n/2, /2] A X € [-1, 1] = (y = arcsin(X) < x = sin(y))

Definicija kvadratnega korena:

yelwxex=y?* ali

y>20AXx20= (=X Xx=Vy9)

Je pa tu dolo&ena razlika. Po prvi definiciji je V4 ob&e ime za -2 in 2 (+2); po drugi pa je to samo 2.
Definicija naravnega logaritma:

yelog(x) ©@x=¢ ali

x>0=(y=log(x) ©x=¢Y)

V prvem primeru je izraz log(-1) definiran, a je prazno ime; v drugem primeru pa ni definiran.
Na spodnjih grafih odebeli grafa funkcij arcsin(x) in Vx.

1100, 05 10
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Peanova aritmetika

G. Peano (1858-1932, slika spodaj desno) je prvi predstavil aksiome za naravna Stevila. V
predikatnem racunu prvega reda z enakostjo se najpogosteje vzamejo naslednji aksiomi. Spet velja
dogovor, da univerzalnih kvantifikatorjev, ki se nanasajo na celotno formulo, ne napisemo.

Pl x+1=y+1 = x=y

P2 x+1+#0

P3 0+1=1

P4 x+0=x

P5 Xx+(y+1)=(x+y)+1

P6 x x 0=0

P7 X x (y+1)=(X x y)+x

P8 (Q(0) A (VX)(Q(X) = Q(x+1))) = (VX)Q(X)

P8 je v resnici aksiomska shema. Q(x) je lahko poljubna formula s prosto spremenljivko x.

Ce bi vzeli samo aksiome P1-P5, bi imeli aritmetiko s sestevanjem in brez mnoZenja
(Presburgerjeva aritmetika), ki je odlo¢ljiva teorija. To je dokazal Presburger (1904-1943, slika
levo). Ce pa vzamemo aksiome P1-P7, pa dobimo Robinsonovo aritmetiko, ki pa je neodlo¢ljiva
teorija (R. M.Robinson (1911-1995), slika v sredini).

Teorija je odlocljiva, Ce obstaja postopek (algoritem), ki ugotavlja, ali je formula izpeljiva ali ni. Za
Presburgerjevo aritmetiko se da dokazati, da je super-eksponentno teZzavna.

Dokazimo, da velja x+1=1+x. Najprej moramo dokazati 0+1=1+0.

Po P3 je 0+1=1, po P4 je 1+0=1. Sledi 0+1=1+0 (lastnost identitete).
Predpostavimo zdaj, da veljan +1 = 1+ n, potem je (n + 1)+ 1=(1+n)+1 [dodamo
1],(1+n)+1=1+(n+1) [P5]. Po P8 je (VX)(X+1=1+X).

Definicije v aritmetiki

Nekaj preprostih definicij konstant, funkcij in relacij:

2=1+1

3=1+1+1 ali 3=2+1

x'=x+1 (x'je naslednik naravnega Stevila x)

Xy < (3z)(y = zx) (Stevilo x deli Stevilo y, znak x izpus¢amo)

Po tej definiciji velja x|0 za vsak X, saj je 0=0x za vsak X.

Pr(x) ©x=0Ax=1A (VY)(YX = y=1vy=X) (xje prastevilo)

X<y& (J2) y = x+z

X<YSXSYAX#EY

X£0AYy#0= (z=D(X)y) < z|X A z|y A (YW)(W|X A Wy = W < 2)) (definicija najvecjega
skupnega delitelja je smiselna le za cela Stevila >0)

z=Vv(Xy) © X|z A Y|z A (VW)( X|W A YW = Z < w) (definicija najmanjSega skupnega veckratnika)

Recimo, da velja (Va)(3z)G(a,x), potem lahko definiramo
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f(a) = uxG(a,x), kjer desno stran beremo: najman;jsi tak x, da je G(a,x). Tu nam a oznacuje vse
spremenljivke, ki nastopajo prosto v G(a,x) razen spremenljivke X.

Enoli¢nost izhaja iz dejstva, da ima vsaka neprazna mnozica naravnih Stevil najmanjsSe Stevilo.
z=wxQ(a, x) © Q(a, ) A (VW)(Q(a, w) =z <w)

Strogo gledano je pogoj o eksistenci (Va)(3z)(Q(a, z) A (Vw)(Q(a, w) = z <w)), vendar ta sledi iz
(Va)(32)Q(a, z) in dejstva, da ima vsaka neprazna mnozica naravnih $tevil najmanjsi element.
Podobno je z definicijo natan¢ne spodnje meje za neko mnozico realnih $tevil:

Stevilo x je natanéna (najmanjsa) spodnja meja mnozice M < (VyeM)x<y A (Ve>0)(3 yeM)x-e>y
Prvi del desne strani pravi, da je M spodnja meja, drugi pa, da X-¢ ni ve¢ spodnja meja.

Seveda pa ni nujno, da ima mnozica natan¢no spodnjo mejo. Toda, ¢e jo ima, ima tudi natan¢no
spodnjo mejo.

Aksioma P4 in P5 (podobno tudi P6 in P7) se v€asih imenujeta tudi rekurzivna definicija vsote
(produkta). Vzemimo definicijo fakultete:

0l=1

(n+1)!=(n+1)n!

Slabost te definicije je, da na levi strani druge formule nastopa izraz n+1 in ne samo spremenljivka
n. To lahko popravimo:

0l=1

nl=n(n-1)!

Vendar moramo ta dva stavka tolmaciti kot:

(n=0 = n!=1) A (n>0 = nl=n(n-1)!)

Moti nas n-1, ki za n=0 ni definiran, ¢e smo razliko definirali z

X>y= (Z=Xy < X=Yy+2).

Lahko pa bi naredili tudi z definicijo omejene razlike (»odvzemi, kar lahko«)

Z=X-y & (XY = 2=0 A X >y = X=Yy+2)

Pri n! je znak za funkcijo zadaj. Dogovor je tudi, da funkcijski znak veze bolj kot znak za operacijo
mnoZenja.

O tem, kako pisati funkcijski izraz f(x,y,z) imamo v matematiki precej nesistemati¢no prakso.
Oglejmo si nekaj rekurzivnih definicij.

x0=1

Xn:XXn'l

Spomnimo se na obi¢ajne funkcije in zaporedja: |X|, sinx, logax, Re z, X2, an,

Povsod definirano funkcijo predhodnika lahko definiramo:

y=X < (x=0 = y=0) A (x>0 = y'=X)

V¢asih je jezikovno blizja formulacija:

y =X & (Y=0 < x=0) A (y'=x <= x>0)

Mozno je tudi:

y =X < (Xx=0 A y=0) v (x>0 A y'=x)

ali (Jezikovno bolj neprakti¢no)

y=X<(y=0vxz0) Ay =xvx=0)

Obicajno izraza 'x ne uporabljamo in piSemo x-1.

Rekurzija z dvojno osnovo

Primer, Fibbonaccijevo zaporedje:

F(0)=1;

F(1)=1;

F(n)=F(n-1)+F(n-2).

IzraCunaj F(4), F(5).

Bolj splosno bi lahko imeli odvisnost od n-1, n-2, n-3, ...
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Hkratna rekurzija

¢(1)=1,

v(1)=2;

o(n)= o(1)+ y(1)+3;
y(n)= o(n-1)y(n-1).
Izracunaj: @(2), ¢(3), w(2).

Regresivna rekurzija

p=G(n) < (@M)(N=2™ A p=n?+2) v (= (AM)(n=2" A p=2G(n+1)-1)

Izracunaj G(1),G(2),...

G(1)=G(2%=3;

G(0)=2G(1)=5,

G(4)=6,

G(3)=11.

Tu imamo eksplicitno definicijo za vrednosti neodvisne spremenljivke 1, 2, 4, 8,...
Nato pa raCunamo nazaj za 7, 6, 5.

Dvojna rekurzija

Matematika dopusca tudi naslednjo rekurzivno definicijo:

a(n,a)=(0 =n=0) A (1 <n=1) A (a &= —(n=0 v n=1))

To obicajno povemo takole:

a(n,a)=(0, ¢e je n=0) A (1, ée je n=1) A (a, drugace)

Zdaj pa definirajmo trimestno funkcijo:

&(n, b, a) = (a+b <= n=0) A (a(n-1,a) <= b=0) A (§ (n-1, {(n, b, a), a) < —(n=0 v b=0))
Izracunaj §(1, 1, 1).

Nekoliko bolj enostaven je naslednji primer dvojne rekurzije, kjer sta o in § dani 4 in 3 mestni
funkciji
o(n, b) = (1 < (n=0 v n=0)) A (a(n-1,b-1, (n-1, B(n-1,b-1, @(n,b-1))), o(n,b-1)) < — (n=0 v n=0)

V [4] je obravnava Se nekoliko SibkejSa teorija od Robinsonove aritmetike, a je tudi neodlo¢ljiva.

Reference:

[1] Presburger Arithmetic, http://mathworld.wolfram.com/PresburgerArithmetic.html

[2] Peano's Axioms, http://mathworld.wolfram.com/PeanosAxioms.html

[3] Decision Problem, http://mathworld.wolfram.com/DecisionProblem.html

[4] I. Hafner, On some subtheory of formal arithmetic, Glasnik matematicki, Vol. 12, (32),(1977),
229-231.
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Osnovne rekurzivne funkcije

Nasa osnovna mnozica bodo naravna Stevila, ki jim dodamo Stevilo 0. Zanimale nas bodo funkcije
(tudi ve¢mestne), ki so definirane v tej mnozici. Spomnimo se na definicijo fakultete, ki je podana z
dvema stavkoma:

o'=1;

n!=nx (n-1)!.

Tu nam n-1 pomeni predhodnika naravnega §tevila n. Stevilo 0-1 ni definirano. Lahko vzamemo, da
je 0-1 enako 0. Izraza 0-1 ne potrebujemo, saj je druga vrstica v veljavi za n>0.

Ceprav se znak ! pojavi tudi na desni strani, lahko izradunamo vrednosti funkcije: Na primer 1! = 1
x(L-D)'=1x0)=1x1=1,

V logiki prvega reda bi to definicijo lahko zapisali:

k=n!< (k=0 <= n=0) A (k=n x (n-1)!. &< n>0)

Splosna shema definicije z osnovno (primitivno) rekurzijo je naslednja:

(i) f(x1, X2, ..., Xn, 0) = g(X1, X2, ..., Xn)

(i) f(x1, X2, ..., Xn, ¥) = h(X, X2, ..., Xn, ¥, f(X1, X2, ..., Xn, y-1))

Tu sta g in h ze znani funkciji.

Zgleda:

Xxx0=0

Xxy=xx(y-1) + X

T&l je definirano mnozenje, Ce je seStevanje ze dano.

x'=1

XY= x-x¥1 (Definicija potence, mnozenje smo pisali s piko.)

Druga splo$na shema je kompozicija funkcij. Dana je funkcija h in funkcije g1, g2, ..., gm. Novo
funkcijo dobimo s kompozicijo s stavkom:

(iii) ) f(x1, X2, ..., Xn) = h(g1(X1, X2, ..., Xn), 92(X1, X2, ..., Xn), ..., Om(X1, X2, ..., Xn))

Potrebujemo Se nekaj zaCetnih funkcij:

Z(x) = 0 (funkcija nic).

S(x) = x+1 (naslednik $tevila x).

P"(X1, X2, ..., Xn) = Xi (i =1, 2,..., n; projekcijske funkcije)

Mnozica osnovnih (primitivnih) rekurzivnih funkcij je podana z naslednjo induktivno definicijo:
OR1 Funkcije Z, S in P" so osnovne rekurzivne funkcije.

OR2 Ceso g1, G2, ..., gm N-mestne osnovne rekurzivne funkcije in je h m-mestna osnovno
rekurzivna funkcija, potem je funkcija definirana s stavkom (iii) osnovno rekurzivna funkcija.
OR3 Ce je g n-mestna in h (n+1)-mestna osnovno rekurzivna funkcija, potem je funkcija definirana
s stavkoma (i) in (ii) (n+1)-mestna osnovno rekurzivna funkcija.

OR4 Neka funkcija je osnovno rekurzivna, ¢e je dobljena po to¢kah OR1-OR3.

Vse prakti¢no uporabne aritmeti¢ne funkcije so osnovno rekurzivne [1, str. 217-233].

Referenca:
[1] S. C. Kleene, Introduction to Metamathematics, New York, 1952
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Regresivna rekurzija

V tem prispevku bomo obravnavali naravna $tevila, ki jim dodamo $e Stevilo 0. Zanimale nas bodo
funkcije, katerih definicijsko obmocje in zaloga vrednosti so elementi te mnozice. Funkcije bodo
lahko tudi ve¢mestne.

Z dvema stavkoma (v sistemih kot je mathematica) lahko definiramo funkcijo fakulteta:

or=1,

nl=nx(n-1)!.

Taksni definiciji reCemo (osnovna) rekurzija.

Ta dva stavka (ukaza) lahko tolmacimo takole:

Ce je n=0: 1, drugace: nx(n-1)!.

Prvi stavek je zacetni pogoj, drugi pa rekurzivni pogoj.

Tu beseda rekurzija pomeni ponovno javljanje, v naSem primeru funkcijskega znaka !

To pa ne pomeni krozne definicije, to je, da znak ! definiramo samim s seboj.

Vrednost 0! = 1 nam da zacetni pogoj. Vrednost 1!=1x0!= 1x1=1 pa izpeljemo iz prve vrednosti in
rekurzivnega pogoja.

Zdaj pa vzemimo, da imamo neko narasc¢ajo¢o funkcijo t in definiramo predikat

P(n) < (3k)(n = (k)

Ker je t naras¢ajoca funkcija, bomo imeli neskon¢no mnogo stevil n oblike t(k), vendar pa to ne
bodo vedno vsa Stevila.

Zdaj pa imejmo Se dve enomestni funkciji ¢ in k. Definirajmo novo funkcijo po shemi:

h(n) = Ce[P(n): ¢(n), drugade: k(h(n+1))].

To je shema za definicijo funkcije z regresivno rekurzijo (za nazaj delujoco rekurzijo ali vzvratno
rekurzijo).

Ce velja P(n) izraéunamo ¢(n). Druga¢e pa moramo najprej izradunati h(n+1), to je vrednost pri
nasledniku od n, to je pri n+1, nato pa je h(n) = k(h(n+1)).

Gremo torej v obratni smeri kot pri osnovni rekurziji.

V logiki prvega reda bi definicijo zapisali v eni od oblik:

m=h(n) < (P(n) = m = ¢(n)) A (=P(n) = m = «(h(n+1)))

m = h(n) < (P(n) Am= ¢(n)) v (=P(n) A m =x(h(n+1)))

m = h(n) < (m = ¢(n) <= P(n)) A (M = x(h(n+1)) < =P(n))

Nekaj zgledov:

predicat [1 2] Definicifa Funkcije h: 4]
o1 2|3 hln_0 Ce_kontk?: 1, drugade: 3honCl__
a3

reviorciey 1,1, 9, 3,1, 81, 27, 9, 3, 1, 729, 243, 81, 27, 9,
m ‘=D=’ 3, 1, 6561, 2187, 729, 243, 81, 27, 9, 3, 1, 59049,

19683, 6561, 2187, 729, 243, 81, 27, 9, 3, 1, 531441,
177147, 59049, 19683, 6561, 2187, 729, 243, 81, 27,
9, 3, 1, 4782969, 1594 323, 531441, 177147, 59049, L
19683, 6561, 2187, 729, 243, 81, 27, 9, 3, 1, 43046721,
14348 907. 4782969, 1594323, 531441, 177147,

N
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predikat Fﬂ
- 4fz3)
o7 al3]

stevilo ¢lenov

m—_

predikat il?
> [ 23
T2l

stevilo ¢lenov

m—_

predikat il?
> 3fz 3
[T 2l3

Stevilo Clenov

m—_

Referenca:

-1
1,
1
1

Iiefinicija funkcije h:
hin0 Cellknck L:

nl, drugace: 3hnCl__

-1, 2, 45, 15, 5, 810, 270, 90, 30, 10, 12393, 4131, 1377,

459, 153, 51, 17, 170586, 56862, 18954, €318, 2106, 702,
234, 778, 26, 2184813, 728271, 242757, 80919, 26973, 8991,
2997, 999, 333, 111, 37, 26572050, 8857 350, 2952 450,
984150, 328050, 109350, 36450, 12150, 4050, 1350, 450,
150, 50, 310892985, 103630 995, 34543 665, 11514 555,
3838185, 1279395, 426465, 142155, 47385, 15795, 5265,

Iiefinicija funkciije h:
hen_T0 Cekn?*_: 1, drugaée: 3h_nTl__

-3,1,1, 3,1, 27, 9, 3, 1, 2187, 729, 243, 81, 27, 9,

3, 1, 14348 907, 4782969, 1594323, 531441, 177147,
59049, 19683, 6561, 2187, 729, 243, 81, 27, 9, 3, 1,
617673396283 947, 205891132094 649, 68630377364 883,
22876792454 961, 7625597484987, 2541 865828 329,
847288609443, 282429536481, 94143178827, 31381059609,
10460 353203, 3486784401, 1162261467, 387420489,

Definicifja funkcije h:
hlnd Cekan@¥ ;. 1, drugade: hnml Pl

r 1I 1I 1!’ 1!’ 1I 1I 1!’ 1I 1!’ 1!’ 1I 1I 1!’ 1!’ 1I 1I 1!’ 1I 1!’ 1!’
1,1, 1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1F

r 1I 1I 1!’ 1!’ 1I 1I 1!’ 1I 1!’ 1!’ 1I 1I 1!’ 1!’ 1I 1I 1!’ 1I 1!’

,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, 14

[1] I. Hafner, Regressive Recursion, Mathematica Balcanica, &:13(1976), 75-77.

N

[>]

N
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Dvojno rekurzivne funkcije

Ackermann je I. 1928 raziskoval funkcije z naslednjimi definicijami [3, str. 272]:

(0, a) =0;

o(l,a) =1;

a(n, a) =a;

§0,b,a)=a+b;

&(n, 0,a) = a(n-1, a);

&(n! b! a) = &(n-ll &(n-ll b! a)! a)1

¢(a) =¢&(a a, a).

Ugotovil je, da funkcija ¢ narasca hitreje kot vsaka funkcija, ki je definirana samo z osnovno
(primitivno) rekurzijo.

Ugotovimo, da je (1, b, a) = (0, &(0, b, a), a)= §(0, a+b, a) = 2a+b, ...

Nekoliko bolj poenostavljen primer je iz [1]. Tokrat definicijsko podrocje ne vsebuje Stevila 0.
f(1,n)=n;

f (m,1) =f(m-1,2);

f (m,n) = f (m-1,f(m, n-1)+1).

Zgled za racunanje f(3,2) nam daje naslednji grafikon:

T ol 5
1, 47 4 2,4 s
S
e, 3T 3 flz, 3T 4
. 2T 2 TRIIE TR

tlo, 10l 2 i3, 1/l 3

R. Peter je 1. 1934 [3, str. 273] raziskovala k-vrstno rekurzijo.
Splosna shema za dvojno rekurzijo je

¢(0,b)=1;
¢o(n,0)=1,



Logika & razvedrilna matematika 55

(p(n!b):B(n_lyb'ly (p(n-lly(n-llb-ll (P(nab'l)))' (p(nrb_l))
Tu sta B in y primitivno rekurzivni funkciji.

Oglejmo si primer kot bi ga zapisali v jeziku mathematice:

$[0,b ]:=1;
¢[n ,0]:=1;
¢ln ,b 1:=2(n-1) +b-1+¢[n-1,n-1+b-1+p[n,b-111;
nyblof1(2|3 |4 |5 |6 |7 |8 = 10
0 2 Rl i 04 (0 b i 1 1 1 1 1 1 1
1 1 P B4 ) 4 | S 6 |7 | & = 10
Z 1(4|92|16 |25 |36 |49 |64 (81 |100 |121
nyb|0|1 | 2
0 1|1 1
1 1|1 2
pA 1|4 =
3 120|581

Racunanje vrednosti ¢[3,3] pa presega 1024 korakov. Dobimo ¢[3, 3]
=343402.

Reference:

[1] "Recursion in the Ackermann Function" from the Wolfram Demonstrations Project
http://demonstrations.wolfram.com/RecursionIinTheAckermannFunction/

Contributed by: Stephen Wolfram

[2] Weisstein, Eric W. "Ackermann Function.” From MathWorld--A Wolfram Web Resource.
http://mathworld.wolfram.com/AckermannFunction.html

[3] S. C. Kleene, Introduction to Metamathematics, New York, 1952
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Kaj je elementarna geometrija

Pierijeva relacija

Elementarna geometrija je tisti del evklidske geometrije, ki ga lahko opiSemo v jeziku prvega reda z
enakostjo (identiteto). To pomeni, da uporabljamo obi¢ajne stavéne povezave (—, A, Vv, <, =),
kvantifikatorja (3,V) , znak za identi¢nost (=) in razli¢nost ().

Pieri je dokazal, da za formalizacijo zado$¢a samo en osnoven pojem. To je pri njem trimestna
relacija, da je tocka X enako oddaljena od tock Y in Z (pisali bomo XY=XZ).

Tarski je formaliziral to geometrijo z dvema osnovnima (v€asih reCemo primitivnima) pojmoma. To
sta trimestna relacija, da je tocka X med Y in Z (pisali bomo B(YXZ)), in Stirimestna relacija, da sta
tocki X in Y enako oddaljeni kot Z in W (pisali bomo 3(XYZW) ali XY=ZW). Podrocje pogovora
so tocke v neki evklidski ravnini. Spremenljivke A, B, C, X, Y, ... se nanasajo samo na tocke.
Bernays [1] je formaliziral geometrijo s trimestno relacijo, da to¢ke X, Y in Z tvorijo pravi kot z
vrhom v Y (pisali bomo t (XYZ)).

Tule bomo dokazali, da je s Pierijevo relacijo mozno definirati relaciji B in 8. Definicije so iz [3, str.
71-72].

AB<CD < (VX)(BX=CX = (3Y)(AY=YB =BX)

B(ABC) © A=#BAC=BA(VX)(XA<LABAXC<CB= X=B)

AMABC) < A=BvA=CvB(BAC) v B(ABC) v B(ACB)

6(ABC) < (VX)(W(ABX) AAB=BX < X=Av X=C)

AB = CD < (3XY)(o(ABC) A 6(ABC) A YC =CD)

Formula A(ABC) pomeni, da so tocke A, B, C kolinearne, c(ABC) pa, da je B razpolovisce daljice
AC.

Dokazimo $e, da je Pierijevo relacijo relacijo mozno definirati s pomogjo relacije T(ABC), da A, B
in C tvorijo pravi kot z vrhom v B.

o(XYZ) & (X=Y AX=2Z)v (AUV)(T(UYZ) A (YUV) A T(VYZ) A T1(ZUV) A T1(ZVU) A
©(XYV))

XY =YZ < (AR)(o(XYZ2) v (6(RXZ) A 1(RXY))

Spodnja slika prikazuje definicijo razpolovisca.

priatiérte [V

Seveda pa je enostavno definirati Pierijevo relacijo s pomocjo relacije 3(ABCD), oziroma AB=CD.
Je kar poseben primer AB=AC.



Logika & razvedrilna matematika 57

Sistem Tarskega

Kot osnovna (prvotna, zacetna) znaka nastopata 3 in 8. B(XYZ) pomeni da to¢ka Y lezi med X in
Z (tu ni izkljuéeno, da Y sovpada z X ali Z); (XY ZU) pa pomeni, da je X oddaljen od Y toliko kot
Z od U. Opazimo, da argumentov ne lo¢imo z vejicami.

V tej formalizaciji je podroc¢je pogovora mnozica tock v neki ravnini. Torej nimamo premic, daljic,
kroznic. Ce imamo dani to¢ki A in B, potem predikat B(AXB) pomeni vse tocke med A in B
(vkljuéno z A in B), kar ni ni¢ drugega kot daljica AB. Ce imamo dane tocke A, B, C, potem
enomestni predikat 3(AXBC) pomeni vse tocke X, ki so od A oddaljene enako kot B od C. Videli
smo, da bi zadoscala ze samo relacija J, a bi bili aksiomi precej bolj komplicirani.

Aksiome teorije sestavlja 12 stavkov in aksiomska shema A13, ki pa nadomesca neskonéno mnogo
aksiomov.

Za razliko od [2] bomo uporabljali velike ¢rke za tocke. Prav tako bomo opuscali univerzalne
kvantifikatorje, ki se nanasajo na celotne stavke.

Al [Aksiom identitete za vmesnost]

B(XYZ) = X =Y

A2 [Aksiom tranzitivnosti za vmesnost]

B(XYU) A B(YZU) = B(XYZ)

Y:D=
Z:D=

@\*J\QU
X %

A3 [Aksiom povezanosti za vmesnost]
BXYZ) A B(XYU) A X =Y = B(XZU) v B(XU2Z)

IJ=D=. LI=D=.

X X

A4 [Refleksivnost enake oddaljenosti]
3(XYYX)

A5 [Aksiom identitete za enako oddaljenost]
d(XYZZ) = X =Y

A6 [Tranzitivnost enake oddaljenosti]
d(XYZU) A 3(XYVW) = 3(ZUVW)

AT [Paschev aksiom]

AV(B(XTU) A B(YUZ) = B(XVY) A B(ZTV))

U
T —F—

prikad &rte E

A8 [Evklidov aksiom]
AVW)(BXUT) A B(YUZ) A X = U = B(XZV) A BXYW) A B(VTW)
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A9 [Aksiom petih daljic]

SOXYX'Y') A S(YZY'Z) A S(XUX'UY) A S(YUY'U') A BOXYZ) A B(X'Y'Z) A X =Y = §(ZUZ'U)
A10 [Aksiom o konstrukciji daljice]

AZ(B(XYZ) A 3(YZUV))

Al1 [Aksiom o spodnji dimenziji]

EXYZ)(—B(XYZ) A =B(YZX) A =B(ZXY))

A12 [Aksiom zgornje dimenzije]

S(XUXV) A 8(YUYV) A 8(ZUZV) AU £V = B(XYZ) v B(YZX) v B(ZXY)

A13 [Elementarni aksiomi zveznosti] Vsi stavki oblike

AD)(VXY) (e Ay = BXYZ)) = BU)VXY) (e Ay = B(XUZ)),

Kjer je ¢ poljubna formula, v kateri spremenljivke X, U, W, ...nastopajo prosto, ne pa tudi Y, Z, U.
Podobno velja za v, kjer med seboj zamenjamo X in Y.

Poseben primer $ibkejSe teorije dobimo, ¢e A13 zamenjamo z A13":

AY)(S(UXUX') A S(UZUZ') A B(UXZ) A S(XYZ) = 3(ZUZ'U) A B(X'Y'Z))

X ——
Y —
X —
7 — — 7'
najdi ' [

prikaZi kroZnice E

N\

Definicije:

Definicija kolinearnosti:

AMXYZ) < B(XYZ) v B(YZX) v B(ZXY)

Definicija vzporednosti:

T(XYUV) & =3T)(A(XYT) A A(UVT))

Definicija relacije, da je X razpolovisce tock Y in Z:

P(XYZ) < B(YXZ) A 3(XYXZ)

Definicija, da je X na daljici doloc¢eni z Y in Z:

o(XYZ) <Y #=Z A B(YXZ)

Definicija, da je X na kroznici s sredis¢em v Y in polmerom dolo¢enim z Z in W ni potrebna, ker je
to Ze:

d(XYZW)

Definicija, da X, Y in Z tvorijo pravi kot z vihom v Y

T(XYZ) & —h (XYZ) A 3X")p(YXX) A (3Z")p(YZZ)

Ko govorimo o daljicah, kroznicah, premicah itn., mislimo na relacije med to¢kami, ki dolocajo te
mnoZzice.
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Definicija, da sta X in Y pravokotni na Z in W:

O(XYZW) < (QU)( A (XYU) A A (ZWU) A (7(UZX) v T(UZY) v T(UWX) v T1(UWY)))
Definiciji [ XYI[<|ZW| in |XY|<|ZW]:

<(XYZW) < (3U)(B(ZUW) A 6(XYZU))

<(XYZW) < (3U)(B(ZUW) A 8(XYZU) AU = W)

Definicija, da je X na daljici YZ najblizja tocki W.

V(XYZW) < A(XYU) A (VU)(A(UYZ) = <(WXWU))

Definicija, da je X enako oddaljena od tocke Y kot od premice, dolo¢ene z ZW:

e(XYZW) < (VU)(V(UZWX) = 3(XYXU))

Definicija, da je X enako oddaljena od Y, kot je od premice, ki gre skozi Z in je pravokotna na YZ.
To ni ni¢ drugega kot, da je X na paraboli z goriS¢em v Y in temenom Z:

Y(XYZ) & p(XYZ) v BW)(t(WZY) A v(WWZX) A 3(XWXY))

Razdalja to¢ke X od Y je dvakratnik razdalje tock Z in W:

2(XYZW) < (VYU)(p(UXY) = 3(XUZW))

Realizacija enacbe x?=ay.

Dane so tri nekolinearne to¢ke A, B, C. Na premici AB, desno od B, je toc¢ka X, na premici AC pa
sta tocki Y in Z, tako da je YB vzporedno XZ:

N[ABC](XYZ) & B(ABX) A B(AYZ) A M(AZC) A 3(AYBX))

Realizacija sistema: x>=ay, y>=2ax. Sledi x®=2a%, x=a 2'. To pomeni, da x lahko izrazimo v tem
jeziku. Ne moremo pa konstruirati s Sestilom in ravnilom teh tock, oziroma, njihov obstoj ni
mogoce dokazati s Sibkim aksiomom A13'.

Y[ABCAB'CT(XYZXY'Z) < n[ABC](XYZ) A n[A'B'CI(X'Y'Z) A 2(A'B'AB) A 3(BXY'Z) A
d3(B'X'YZ)

WABX) < (3YZCY'Z'C)y[ABCA'B'C(XYZX'Y'Z')

Zadnje pomeni [BX|=]AB| 213,

B— ¢
XI
J,'
ZI
B' y
7
Y' }

2a

) Y

X

Bernaysov sistem

Tokrat bomo podrobno opisali Bernaysovo aksiomatizacijo ravninske geometrije. Oznake so enake
kot v [1]. Edina izven logi¢na relacija je R(A,B,C), ki pomeni, da tocke A, B in C tvorijo pravi kot z
vrhom v B. Prvih pet aksiomov izgleda takole:

Al. —R(A, B, A)

A2.R(A, B,C) = R(C, B, A) A —=R(A, C, B)
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A3.R(A, B,C) AR(A, B, D) AR(E, B, C) = R(E, B, D)
A4.R(A,B,C)AR(A,B,D)AC=#D AR(E, C,B)=R(E, C, D)
A5. A#B = 3IXR(A, B, X)

Definicija 1. Kol(A, B, C) & VX(R(X, A, B) = R(X,A,C)) vVA=C
Kol(A, B, C) pomeni, da so tocke A, B in C kolinearne.

pokazi érte

e
 —f X

A6.A=BAA=C=3IX(RX A B)ARX A, C)vIX(R(A X, B)ARA, X, C)) v

R(A, B,C) vR(A, C, B)

A7.R(A,B,C) AR(B,C,D) AR(C,D, A) = R(D, A, B)

Definicija 2. Par(A,B,C,D) © A=B AC=D A 3IX3IY (R(A, X, Y) AR(B, X, Y) A

R(C,Y, X)) AR(D, Y, X))

Par(A, B, C, D) pomeni, da sta daljici AB in CD vzporedni.

Definicija 3. Pag(A, B, C, D) < Par(A, B, C, D) A Par(A, C, B, D)

Pag(A, B, C, D) pomeni, so tocke A, B, C in D oglis¢a paralelograma.

A8.R(A, B, C) = 3IX (R(A, C, X) AR(C, B, X))

Definicija 41. Mp1(A, B, C) < 3X3Y (Pag(X, Y, A, B) A Kol(A, B, C) A Kol(A, X, Y))
Definicija 42. Mp2(A, B, C) < 3X3Y (Pag(X, Y, A, B) A Pag(X, Y, C, A))

Obakrat Mp(A, B, C) beremo, da C razpolavlja daljico AB, ali, da sta A in B simetri¢ni glade na C.
A9. Par(A, B, C, D) A Par(A, C, B, D) = — Par(A, D, B, D)

Definicija 5. Ist1(A, B, C) < 3U3V(Pag(A, B, C, V) AR(A, U, B) AR(A, U, C) A

R(B, U, V))

Definicija 6. Is1(A, B, C) < B=C v Mp1(A, B, C) v Ist1(A, B, C)

Zadnja definicija uvaja Pierijevo relacijo, da je B enako oddaljena od A in C.

Definicija7. Qn(A, B,C, D, E) < R(A,C,B) AR(A,D,B) AR(A,E,C) AR(A, E, D) AR(B, E,
C)AC=D

Qn(A, B, C, D, E) pomeni, da to¢ke A, B, C in D tvorijo kvadrat s sredis¢em v E.

S pomocjo te definicije lahko uvedemo:

Definicija 43. Mp3(A, B, C) < 3X3YQn(X, Y, B, C, A)

Definicija 52. Ist2(A, B, C) < IX3IYQn(A, X, B, C,Y)

Simetri¢nost to¢k A in B glede na C in D opredelimo takole:

Definicija 8. Sym(A, B, C, D) & C = D A 3X3Y3Z(Kol(X, C, D) A Kol(Y, C, D) A

Qn(X, Y, A, B, X))

Definicija 9. Lg(A, B, C, D) < Kol(A, B, C) A 3X3Y(Pag(A, X, B, Y) A Pag(C, X, D, Y))
Lg(A, B, C, D) pomeni, da so tocke A, B, C in D kolinearne in da je razdalja med A in B enaka
razdalji med C in D in da sta AB in CD enako usmerjeni.

Definicija 10. Kg(A, B, C, D) < Lg(A, B, C,D) v Lg(A, B, D, C) v (A=B A Isi(A, B, D)) v
IX(Pag(A, B, C, X) A Is1(C, X, D))
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Kg(A, B, C, D) pomeni, da sta daljici AB in CD skladni.

Definicija 11. Wh(A, D, B, C) < —KOol(A, B, C) A 3X3Y3Z(Kol(A, C, X) A Kol(A, D, Y) A
Qn(A, Y, B, X, 2))

Wh(A, D, B, C) naj bi pomenilo, da D razpolavlja kot BAC. (Mislim, da bi Qn moral vpeljati romb
in ne kvadrat.)

Al10. Pag(A, B, P, Q) A Pag(B, C, Q, R) = Pag(A, C, P, R) v (Kol(A, C, P) A Kol(A, C, R))
Definicija 12. Zw(A, B, C) < IX(R(B, A, X) A R(C, A, X) AR(B, X, C))

ZwW(A, B, C) pomeni, da A razpolavlja daljico BC. Ali nismo to ze imeli?

All.R(A, B,C) AR(A, B,D) AR(C, A, D) AR(E, C,B) = - R(B, C, D)

Al12.R(A,B,D) AR(D,B,C) AA=C = Zw(A, B, C) v Zw(B, A, C) v Zw(C, A, B)

Al3. Zw(A, B, C) A Zw(B, A, D) = Zw(A, C, D)

Al4.R(A, B,D) AR(D, B,C) AR(A, C,E) A Zw(D, A, C) = Zw(B, A, C)

Definicija 13. Kg*(A, B, C, D) < 3X3Y3Z(Is(X, A, C) A Zw(Y, A, X) A Zw(Z, C, X) A Is((A, B,
Y)AIS(C, D, Z) Als(X, Y, Z)

Posebej si oglejmo definicije. Vse imajo obliko ekvivalence p < q.

Levemu delu (to je p) pravimo definiendum, desnemu (q) pa definiens. V definiendumu nastopa
nov znak za relacijo (Par), spremenljivke (A, B, C in D) pa so natanko tiste, ki nastopajo v q prosto.
(spremenljivki X in Y pa vezeta kvantifikatorja 3X in 3Y). Tu je Se dogovor, da univerzalnega
kvantifikatorja, ki se nanasa na celotno formulo, ne piSemo. Na primer, v definiciji Stirimestne
relacije

Par(A,B,C,D) @ A=BAC=D A 3IX3Y (RA, X,Y) AR(B, X, Y) A

R(C,Y, X)) AR(D, Y, X)),

beremo: »Za vsak A, B, C, D, AB je vzporedno CD natanko takrat, kadar ...«

Se bolj jasna bi bila definicija, &e bi lo¢ili A in B od C in D. To je narejeno v [1] z podpiéjem:
Par(A,B; C,D) < A=BAC=D A 3X3Y (R(A, X, Y)AR(B, X, Y) A

R(C,Y, X)) AR(D, Y, X))

Poenostavitev je tudi, ¢e znak za kvantifikator piSemo samo enkrat:

Par(A,B;C,D) < A=BAC=D A (AX)Y) (R(A X, Y)AR(B, X, Y) A

R(C,Y, X)) AR(D, Y, X))

To je mozno zato, ker vrstni red kvantifikatorjev iste vrste ni pomemben.

Odvisnost osnovnih relacij

V tem delu bomo uporabili oznake iz [5] da bi dokazali nekoliko drugace, da lahko z relacijo 6
(tokrat bo oznaka =) lahko definiramo relacijo B oznaka bo B).

Najprej definiramo relacijo <:

Xy < ZU < VV(zV = uv = IW(XW = yW A YW = Uv))
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definition of o definiton ofB independence

¥ :G:
: Iy
w v
A ’
x ¥y .
definition of 0| definition of B independence definition of 0| definition of B independence
M
v 4 ,
L%
Iy
v
4 0

VX O Xy O True VX O Xy O True
vz O zy O True Vz O zy O True

S pomocjo zadnje pa:

B(xyz) © VV(WX <Xy AVZ< 2y =V =Y)

Dokaz, da ni mogoce definirati relacije = s pomoc¢jo relacije B poteka po postopku, ki ga je
opredelil italijanski matematik Padoa.

Ce se da = definirati s pomogjo B, potem se da z aksiomi izpeljati stavek oblike

Xy =2U <y

Pri tem v formuli y nastopajo prosto samo x, y, z in u, med izven logi¢nimi znaki pa samo B.

To je v resnici definicija za =.

Ne da pa se definirati relacije =, ¢e obstajata dva modela za teorijo, tako da se pri preslikavi
osnovne mnozice enega modela v osnovno mnozico drugega modela ohranja relacija B, ne pa tudi

Za model vzamemo ravnino RxR, kjer je R mnozica realnih Stevil.

Relacija = je podana z definicijo ( indeks 1 ob spremenljivki pomeni absciso, 2 pa ordinato):
Xy = zU < (X1-Y1)? + (X2-Y2)? = (z1-U1)? + (22-U2)?

Relacija B pa:

B(xyz) < [((x1-y1). (y2-z2) = (Xa-y2). (y1-z1)] A [0 < (Xa-y1). (y2-z1)] A [0 < (Xa-y2). (Y2-z2)].
Linearna preslikava f: (x,y)->(x, 1.3y) ohranja relacijo B, to je B(xyz) < B(f(x)f(y)f(z)).
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definiion of T definition of B |independence
7
Y U

v

ca

fu
Sl

u f_x_ 2
/

T .
T Sl w

Toda, ow = ou velja, f(o)f(w) = f(0)f(u) pa ne.
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[1] Paul Bernays, Die Manigfaltigkeit der Direktiven fiir die Gestaltung Geometrischer
Axiomssysteme, The Axiomatic Method, North-Holland, Amsterdam, 1959, str.1-15.

[2] Alfred Tarski, What is Elementary Geometry?, The Axiomatic Method, North-Holland,
Amsterdam, 1959, str.16-29.

[3] Raphael M. Robinson, Binary Relations as Primitive Notions in Elementary Geometry, The
Axiomatic Method, North-Holland, Amsterdam, 1959, str.68-85.

[4] M. Pieri, La geometria elementare instituita sulle nozioni di 'punto’ e 'sfera’, Memorie di
Matematica e di Fisica della Societa Italiana delle Scienze, ser. 3, vol. 15(1908), str. 345-450.
[5] A. Tarski, S. Givant, Tarski's System of Geometry, The Bulletin of Symbolic Logic, Vol. %, #2,
June 1999, pp. 175-214.
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Definicije v mathematici

Sistem mathematica ima celo vrsto vgrajenih funkcij, nove pa lahko definiramo podobno kot v
matematiki.

Zgled. Prvi stavek je definicija funkcije, drugi pa je ukaz za risanje njenega grafa.

fx ]1=If[x<0,x,x"2];

Plot[f[x],{x,-2,2}]
4L

1t

12
V matematiki bi zapisali f(x)= ¢e[x<0, x, drugace x?] ali pa bolj v simbolih y=f(x)<> (X<0 A y=X) v
(x>0 A y=x?)

Recimo, da zelimo narediti funkcijo sum[f](n), ki ima dva argumenta, to je, f in n. Prvi je poljubno
zaporedje, drugi pa poljubno naravno Stevilo. Ukaz sum[f](n) na pomeni seStevek prvih n ¢lenov
zaporedja:

Mozen program (procedura) v mathematici je:

sum[f_][n_]:=Module[{s=0},Do[s=s+f[i],{i,1,n}];s]

Tu sta f in n prosti (globalni) spremenljivki, s in i pa vezani (lokalni) spremenljivki. Rezultat
procedure (funkcije) je vrednost zadnjega izraza v modulu (desna stran definicije). Ta nacin je
Poznan kot funkcionalno programiranje.

Definirajmo Se dve zapored;i

g[n_]=n;

h[n_]=n?

In dobimo:

sum[g][10]

55

sum[h][10]

385

Ce zanemarimo, da v mathematici uporabljamo oglate oklepaje na mesto okroglih, da na levi strani
prostim (globalnim) spremenljivkam pripiSemo pod¢rtaj, da v€asih piSemo := na mesto =v
matematiki, vidimo, da te procedure ustrezajo eksplicitnim matemati¢nim definicijam, kakr$na je
naslednja (v obliki povezovalne funkcije).

HIf, g](x) = (f(x)*+9(x))/2

Proste spremenljivke (argumenti funkcije H) so f, g in x. Lahko pa bi rekli, da sta f in g parametra, x
pa je spremenljivka (v oZjem pomenu, kot spremenljivka v zadnjem oklepaju).
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Nova knjiga

Greg N. Frederickson, Ernest Irving Freese's Geometric Transformations The Man, the Manuscript,
the Magnificent Dissections!, World Scientific, New Jersey, 2018.

Ernest Irving Freese’s

Geomelric Transformations
The Man, the Manuscrion, the Magrefcent Dissections!

Piano-
Hinged
Dissections

To je Fridericksonova Cetrta knjiga geometrijskih disekcij. Odkar je v prvi polovici 19. stoletja
nekaj matematikov dokazalo, da sta poljubna dva veckotnika z enako plos¢ino enako sestavljiva, je
to podrocje preslo v domeno zabavne matematike. Osnovna naloga je, da se disekcija izvede s ¢im
manjs$im Stevilom delov. Vecje zanimanje za to problematiko je bilo zaznano sredi prej$njega
stoletja. Freese (1886-1957) je bil znan arhitekt v Los Angelesu in je na strokovnem podro¢ju
objavil Stevilne prispevke.

Malo pred smrtjo je dopolnil 200 strani dolg rokopis geometrijskih disekcij. Ce bi bil material
objavljen, bi bila to prva knjiga za to podro¢je. Ta rokopis je v bistvu zbirka 200 elegantnih in
domiselnih risb. Po Freeseovi smrti je rokopis lezal pozabljen na podstresju njegove hise, kjer ga je
I. 2003 uspel dobiti Frederickson. Nekaj risb je Frederickson analiziral Ze v svoji tretji knjigi Piano-
Hinged Dissections iz leta 2006. Nova knjiga ima 197 strani, vsebuje pa vseh 200 Freesejevih risb,
katerih strani pa niso ostevilCene.

Kot primer si oglejmo fotografski posnetek, iz knjige, dela 128.

Nekaj Freesejevij disekcij je Ze objavljeno na http://demonstrations.wolfram.com/index.php
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Resitve

Barvni sudoku
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Latinski kvadrati
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Sudoku s ¢rkami

4 1 3
B B B
1 2 4
D c A
2 3 1
B D A
3 4 2
C c A
4 1 2
B D D
2 4 3
C A A
1 3 4
B B D
3 2 1
c A C
1 3 2
B D A
4 1 3
A c c
2 4 1
c B D
3 2 4
B B C
4 3 2
A D c
1 2 3
c A B
3 4 1
C C D
2 1 4
D B B

1 4 2 3 1
C C B D
3 1 4 2 4
D A D A
2 3 1 4 2
D C B D
4 2 3 1 3
B A A B
1 3 2 4 2
B B B C
2 1 4 3 4
D C A D
3 4 1 2 1
A B A C
4 2 3 1 3
C D A D
3 1 4 2 2
D D B D
4 2 3 1 4
D A c B
1 4 2 3 3
C C D c
2 3 1 4 1
B B B B
4 2 1 3 4
C C D C
1 3 4 2 1
C D B A
2 4 3 1 3
A B A D
3 1 2 4 2
D A B C
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Futoshiki
1 3 2 3 1 2
2 1 3 1 2 3
3 2 1 2 3 1

2 3|4 ) 1

3 1 2
5 2 3 1 4
4 1 2 3 9 1 2 3
3 5 1 4 2

2 3 1
1 4 9 2 3
1 3 4 2 2 5 4 1 3
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Lastnosti lika

Velik R
oblika Ksradrat
Kvradrat R
velikost Velik
Trikotnik = Petkotnik R
Kvradrat N
IMajhen Y Petkotnik N oblika Trikotnik
Trikotnik & Velik R velikost aredngl
Trikotnik = Velik R
Petkotnik N
Tanek R
oblika Trikotnik
Trikotnik A Tanek R
velikost Velik
orednjt = Tanek N
barva QOranzen
Oranzen M Petkotnik N
debelina Tanek
Velik = Moder N
OranZen < Srednji N
OranZen — Petkotnik N
oblika Petkotnik
OranZen U Srednji N
velikost I ajhen
Kvwadrat < Majhen N
bharva Moder
Kxradrat & Rumen N
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Razpored znakov

Gobelini
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Krizne vsote
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Krizni produkti
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Labirint na kocki
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Labirinti na enostavnih poliedrih

19 18
2 |7
20 15
3 ls
13 14 16 7
8 7 6 5 4 | s 19 20 s |1 12 13
2 1
16 | 17 18 2 9 | 10 u 14
3 4
9 10 3 5
2
© u
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Grupe

Sli¢ice na drugi sliki moramo zaporedoma oznaditi:
{16, 8,9,11,7,14,1, 3,6, 5, 10, 17, 15, 13, 2, 4, 12}
Linearne grupe:
a){7,2,5,6,4,1,3},{2,7,4,6,1 }
b){6,4,5,2,7,1,3},{4,1,7,2,6,5,3}

Prostorska predstavljivost

a)

b)
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Labirinti na robovih poliedra

2.

{9,11,2,12,10,1}
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Vecdelni labirinti na zemljevidu

1.
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Labirinti na zemljevidu

1.
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Odstranjene kocke

59 03 04
64 62 ol
58 71 79
483 54 75

Kocki dolo¢i mrezo
{4, 2,4, 3, 2,2}

Labirint v kvadru
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Labirint na Riemannovi ploskvi
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Labirint na ploskvah

21 8 7 6 3 18
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Labirint na projekcijah teles

Stevilo
mejnih
ploskewv

Z0

3tevilo
robov

30

gtevilo
oglisd

12

Lip
rotacijske
Zimetrije

Ih

gtevilno
meinih
plozskewv

14

Stevilno
robowv

Z4

grtevilao
oglisé

12

tip
rotaciiske
Simetrije

Ch
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Labirinti na mrezi valja in stozca

1.
3 B
3 € x 2
» z
» % z %
2 2 2
1 17
2.
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Imena likov
Stavek pod stevilko 1 Stavek pod stevilko 3
je odvisen od ostalih . je odvisen od ostalih .

©

A Lo
A
A JN

Stavek pod stevilko 2

. . . Stavek pod stevilko 1
je odvisen od ostalih .

je odvisen od ostalih .

o e
A % *

Analiziraj pogoje nalog

CAB
BCa& |BAC [ABC

&
=
&=

ACB
BAC [CBA |BCA

9
=]
g

CAB
ABC |ACB

=]
53

BCA |BAC
ABC

&
&
]
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A 1. Petkotnik (B) V Trkotnik (C) |R
2. Ksvadrat (C) v Desnood (&, B) [R
& 3. Trnkotrk (C) L Levood (A4, C) |N

1. pogoj |[EDAC |DBAC |ADBC [ABDC (DAEC |BADC

ol i 7. poga) |CBAD |CDBA |EDCA |DECA |CEDA

3.pogoj |ADCE [CAEBD (DACE |CADE |BACD

g A 1.Siv (B) ¥ Pod (C, D) N
@ 2Bl (D) = Nad (&, C)

3. Petkotrk (C) A Levood (B, C) |R

=

1. pogoj |EDAC |BADC
12 |34 2. pogoj [DABC
3.pogoj |ABDC |DCAE |DCBA |DECA [DACE

A

@ @ 1.Pod (&4, B) R
2 i 2.51v (&) W Petkotnk (D)

3. Tnkotrk (D) & Levood (B,D) |N

1. pogoj
ol 5 7 pogo) |ADEC |DBECA |CDBA
3. pogoj |ABDC |ACED

<2> 1.Levo od (&, B) R
2.5 (C) V Desnood (B, C)

3. Kvadrat (D) < Pod (&, B) |N

=

1. pogoj |DCAB
151213, 7. pogoj |ABCD |ABDC |ADCB
3. pogoj [ACDB
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Protislovni pogoji
1

Pogoj pod stevilko 1
je v protislovju z ostalimi pogoji .

)
& A\

2.
Pogoj pod stevilko 2
je v protislovju z ostalimi pogoji .

A &

3.
Pogoj pod stevilko 2
je v protislovju z ostalimi pogoji .

©
) @
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Algebra imen

~Majhen R
~Majhen [ ~Velik N oblika Kwvadrat
~Kadrat [] ~Srednji N velikost Velik
IMajhen [ ~Velik N
Kvadrat R
oblika Kvadrat
~Trikotnik R
velikost Majhen
Majhen [] ~Petkotnik R
~Trikotnik R
oblika Petkotnik
~Kradrat R
velikost Majhen
OranZen || Majhen R
barva OranZen
~Majhen | ] ~Petkotnik N
~Trikotnik N
Velik || ~Trikotnik N oblika Trikotnik
Srednji | Kvadrat R velikost Srednji
Petkotnik [ ~Trikotnik N

Resitev naloge v esperantu
Nina, Pongo, angla setero, Berlino
Jana, Kingo, pudelo, Kairo

Lana, Mistralo, dobermano, Bagdado
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