Logika & razvedrilna matematika 1

Barvni sudoku

V n x n kvadratkov moras vpisati zaCetna naravna Stevila od 1 do n tako, da bo v vsaki vrstici,
v vsakem stolpcu in v kvadratkih iste barve nastopalo vseh n Stevil.
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Latinski kvadrati

V n x n kvadratkov moras vpisati zacetne ¢rke A, B, C, ... tako, da bo v vsaki vrstici, v
vsakem stolpcu nastopalo vseh n ¢rk.
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Sudoku s ¢rkami

V n x n kvadratkov moras vpisati zaCetna naravna Stevila od 1 do n tako, da bo v vsaki vrstici,
v vsakem stolpcu in v kvadratkih z isto ¢rko nastopalo vseh n Stevil.
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Futoshiki

V n x n kvadratkov mora$ vpisati zacetna naravna $tevila od 1 do n tako, da bo v vsaki vrstici

in v vsakem stolpcu nastopalo vseh n $tevil ter da bodo izpolnjene vse relacije.
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Rdedi kvadratki

Naloga reSevalca je, da poisSce vse skrite rdece kvadratke in jih oznaci z R. Pri tem veljata
naslednji pravili: a) Vsako Stevilo v preglednici pove, koliko sosednjih kvadratkov je rdecih.
Kvadratek je soseden kvadratku, ¢e imata skupno stranico ali ogliS¢e. b) Kvadratki s
Stevilkami niso rdeci.

0 0 0

11312 2 1 11212
1 2
2 2 113
1 1 1
2 |1 1 1 2




Logika & razvedrilna matematika

Gobelini

Kvadratke v razpredelnici moras pobarvati sivo tako, da bo zaporedje sivih pasov v vrstici
ustrezalo zaporedju Stevil na desni in da bo zaporedje sivih pasov v stolpcu ustrezalo
zaporedju Stevil pod njim.
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Krizne vsote

Naloga resevalca je, da izpolni bele kvadratke s Stevkami od 1 do 9 tako, da je vsota Stevk v
zaporednih belih kvadratkih po vrsticah in stolpcih enaka Stevilu, Ki je zapisano v rde¢em
kvadratku na zacetku vrstice (stolpca) nad (pod) diagonalo. Pri tem pa morajo biti vse Stevke

vV posamezni vrstici (stolpcu) razli¢ne.
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Krizni produkti

Naloga reSevalca je, da izpolni bele kvadratke s Stevkami od 2 do 9 tako, da bo zmnozZek Stevk
v zaporednih belih kvadratkih po vrsticah in stolpcih enak $tevilu, Ki je zapisano v sivem
kvadratku na za¢Jetku vrstice (stolpca) nad (pod) diagonalo. Pri tem pa morajo biti vse
Stevke v posamezni vrstici (stolpcu) razlicne.
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Labirint na kocki

Povezi to¢ki na kocki:
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Labirinti na enostavnih poliedrih

Povezi to¢ki na poliedru:
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Povezi sliCici, ki pripadata isti grupi
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Povezi sliCici, ki pripadata isti grupi

a)
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Prostorska predstavljivost

a) Katero Stevilo moramo vpisati na mesto znaka ??, da bosta stranici pripadali istemu robu
poliedra?
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b) Katero $tevilko moramo vpisati na mesto znaka ??, da bosta oglis¢i pripadali istemu
ogli$¢u poliedra?
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Labirinti na zemljevidu
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Logika & razv

Vecdelni labirinti na zemljevidu
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Odstranjene kocke

Dan je kvader, ki sestoji iz kockic. Odstranimo vse kocke, ki so zaznamovane ¢rno od vrha do
dna, od leve do desne in od spredaj do zadaj. Koliko kock smo odstranili?




Logika & razvedrilna matematika 19
Kocki doloCi mrezo
Vsaki mrezi na desni (ve¢ja mreza) dolo¢i mreZo iste kocke na levi.
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Labirint v kvadru

Kvader sestoji iz vodoravnih slojev kockastih oddelkov (zgornji, srednji in spodnji sloj so dani od
leve proti desni). Odebeljene Crte preprecujejo prehajanje med sosednjima oddelkoma istega sloja.
Med oddelkom in oddelkom neposredno pod njim lahko prehajamo, ¢e in samo ¢e je prvi pobarvan
belo.

Poisc¢i najkrajSo pot od oddelka z 1 do oddelka z X! Pot oznaci z zaporednimi naravnimi Stevili
tako, da vsak naslednji sosednji oddelek (kocko) oznacis z Stevilom, vecjim za 1.
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Labirint na Riemannovi ploskvi

Imamo vec listov, ki jih razlikujemo po zaporedni Stevilki od leve proti desni. Vsak list ima obliko
podkve, sredina pa je razrez. Vsi kvadratki enega lista so povezani, prehod med njimi pa nam
prepreci odebeljena ¢rta. Kako je s prehajanjem z nekega lista na drugega? To so prehodi po
horizontali. Recimo, da smo se znasli na desnem zgornjem kvadratku drugega lista. Oznaka
sosednjega pravokotnika je 4 - to pomeni, da lahko nadaljujemo na levem zgornjem kvadratku
Cetrtega lista. Tak prehod pa ni mozen, ¢e je med kvadratkom in sosednim pravokotnikom
odebeljena c¢rta. Poiskati moramo pot od ¢rne do sive pike.
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Pri barvnem labirintu so listi oznaceni z barvami.
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Labirinti na ploskvah

Podan je labirint na pravokotniku. Moramo poiskati pot od temnejse do svetlejse pike. Prehod med
sosednjima kvadratkoma je mozen, ¢e med njima ni odebeljene ¢rte. Skica na levi pomeni, kako sta
nasprotni stranici pravokotnika povezani (miselno ju moramo zlepiti).
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Labirinti na projekcijah teles

Telo je projicirano v ravnino. Na projekciji je podan labirint, kjer odebeljene ¢rte preprecujejo
prehod iz projekcije mejne ploskve na projekcijo sosednje mejne ploskve.
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Labirinti na mrezi valja in stozca
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Neodvisnost pogojev

Dobro definirana naloga je naloga, ki ima enoli¢no resitev, pogoji naloge pa so potrebni in zadostni
za njeno resitev. To pomeni, da noben pogoj ni odvec. V logiki bi temu rekli, da so pogoji zadostni
in neodvisni.

Zdaj pa se bomo ukvarjali z nalogami, ki imajo enoli¢no resitev in neodvisne pogoje. Potrebno bo
pokazati, da so pogoji neodvisni. To pomeni, da ima naloga, ki sestoji iz negacije nekega pogoja,
pri tem ostali pogoji ostanejo nespremenjenti, tudi reSitev.

Poiskati moramo imena likov A, B,..., ki so oznaceni z 1, 2,..., ¢e S0 izpolnjeni pogoji. Nato pa
poiskati imena likov, kadar dolocen pogoj ni izpolnjen

1. Lik B ni kvadrat. R
@ A 2. Lik A je kvadrat in lik B je petkotnik. |R

1. Lik B ni petkotnik.
2. Ce jelik C kvadrat, potem je lik A siv. | N

© L

1. Lik C je trikotnik. R
2. Ali jelik Csivali jelik B petkotnik. |R

1. Lik C ni trikotnik. R
2. Lik B jesiv, ¢ein samo ¢e je lik C trikotnik. R

&
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Poisc¢i imena likov

Poisc¢i imena likov in analiziraj neodvisnost pogojev.

. . 1. Lik A je oranZen.

2. Ce jelik B kvadrat, potem je lik C kvadrat.

1. Lik A ni trikotnik. | N
2. Lik B jepod C. R

1. Lik A jenad C. R

A 2. Lik B je zelen ali je Ik A oranzen. | R

1. Lik C ni rumen. R
2.Lik A jedesnood C. [R
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Nagradna logicnha naloga

Stiri prijateljice (Mija, Ella, Pika, Eva) imajo z razli¢nine konje (Blisk, Pongo, Reno, Favorit), ki so
razli¢nih pasem (lipicanec, frizijec, vranec, islandec).
Za vsako doloc¢i ime, ime konja in njegovo pasmo.

1. Eva nima ne Bliska ne vranca.
2. Favorit ni ne vranec ne lipicanec.
3. Blisk ni ne lipicanec ne vranec.
4. Ella nima islandca.

5. Pikin konj je Favorit.

6. Favorit ni islandec.

7. Reno ni vranec.

1R EHEREE
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Mija

Ella

Pika

Eva

lipicanec

frizijec

e

islandec

ime konj pasma

Mija

Ella

Fika

Eva

Resitev nagradne uganke posljite do 1.5.2017 na naslov Logika d.o.o., Svetéeva pot 11, 1241
Kamnik, s pripisom »Nagradna uganka«.

Naslednji resevalci nagradne uganke iz 2. stevilke bodo prejeli posevno prizmo Polydron in
Mercatorjevo vrtavko »Disney Frozen«: A.Z., SMARJE-SAP, V.P., SKOFJA LOKA, M.M.,
ILIRSKA BISTRCA, M.V., SENTRUPERT in A.S., DOBJE.

meDex
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Najlepse poliedrske jelke

Na OS Smarje-Sap so ob mentorstvu Andreje Verdnik pripravili kar dve poliedrski jelki. Ena je
krasila hodnik pri vhodu v $olo, druga pa ucilnico matematike.
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Naslednje sporocilo smo dobili z Osnovne Sole Koroski jeklarji:

Z ucenci izbirnega predmeta logika pod vosdtvom Katje Krivec smo se letos lotili ikozaedrov, in
sicer z origami tehniko. Izbirni predmet obiskuje devet u¢enk in u¢encev od 7. do 9. razreda. Pri
izdelovanju smo vsi skupaj zelo uzivali. (slika levo spodaj).

Fotografijo jelke na desni sliki zgoraj pa nam je poslal Zan Hozjan, dijak 1. letnika Srednje $ole
Slovenska Bistrica, ki je jelko sestavil iz 35 poliedrov in enega zvezdnega poliedra, ki krasi vrh
smrecke.



Logika & razvedrilna matematika

31

Descartesovo znakovno pravilo

Descartesovo znakovno pravilo je metoda za oceno zgornje meje Stevila pozitivnih ali negativnih
nicel polinoma p(x) = an X"™+an-1 X" !+...+arx+ao.

Tvorimo zaporedje koeficientov polinoma, v katerem zbriSemo nicelne Clene. Prestejemo Stevilo
sprememb znakov. Recimo, da je Stevilo sprememb enako m. Potem je Stevilo pozitivnih nicel

polinomamalim-2 ali ...
Za dolocitev negativnih nicel, naredimo isto s polinomom p(-X).
Seveda, e so koeficienti ao, ai, ..., ak-1 enaki 0 in je ax razlicen od 0, ima polinom k kratno nic¢lo

pri x=0.

Na primer, polinom x?*+1 nima nobene spremembe znakov, pa tudi 0 ni ni¢la, torej nima realnih
ni¢el. Polinom x*-x*+x-1 ima 3 spremembe, a le eno pozitivno ni¢lo x=1.

Zgled:

izberi stopnjo polinoma | 3

nov zgled
povecava 1 2 3 4|5

p(x) =-9x3+6x°+5x-2

x3 x? X 1 spremembe znakov
-9 6 5 -2 2
9 6 -5 -2 1

o\

-3
-1.5-1.0-05 0.0 05 1.0 15

Stevilo sprememb znakov koeficientov polinoma p(x) je 2, torej imamo 2 ali 0 pozitivnih nicel.

Graf nam kaze, da imamo 2.
Stevilo sprememb znakov polinoma p(-x) je 1. Imamo eno negativno niclo.
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Zgled:

izberi stopnjo polinoma | 4
nov zgled
povecava 1 2 3 4|5

p(x)=-4x*+13x°-9

x* x3 x? X 1 spremembe znakov
-4 0 13 0 -9 2
-4 0 13 0 -9 2

i\ N
3 \

-3
-1.5-10-05 00 05 1.0 15

Stevilo sprememb pri p(x) je 2, pri p(-x) pa tudi 2. Tudi iz grafa razberemo, da ima polinom 4 ni¢le.
Zgled

izberi stopnjo polinoma | 6
| nov zgled |

povedava 1 2 3 4|5

p(x)=-6x8+13x°-x*-14x3+8x%+x-1

XXl x| x| ¢ | K X 1 spremembe znakov
-6 13 -1 -14 8 1 -1 4
-6 -13 -1 14 8 -1 -1 2

T\
T

-1.5-10-05 0.0 05 1.0 15

Stevilo pozitivnih niel je 4 (morda je ena ni¢la §tirikratna) ali 2.
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Racionalne nicCle polinoma

V tem sestavku bomo uporabili program v mathematici, ki nam omogoca iskanje racionalnih nicel
polinoma z celimi koeficienti in konstantnim ¢lenom, razlicnim od 0. Naj bo

P(x)=an x"+an.1 X" +...+a1x+ao tak polinom. Znan izrek pravi, da so vse racionalne ni¢le oblike s/d,
kjer je s delitelj konstantnega ¢lena ao, d pa delitelj vodilnega koeficienta an. Postopek je takSen: Na
zacCetku je mnozica najdenih nicel prazna. Mozni kandidati so oznaceni z rumeno barvo. Recimo, da
je Stevilo h nic¢la polinoma, potem deljenje polinoma z x-h da koli¢nik Q(x), ki je polinom za eno
stopnjo nizji kot P(x) in ostanek 0. Deljenje racunalnik opravi z Ruffini-Hornerjevim algoritmom.
Stevilo h se doda k najdenim ni¢lam, postopek pa se nadaljuje s polinomom Q(x), dokler le-ta $e
ima racionalne nicle.

Ce je vodilni koeficient polinoma 1, potem so vse racionalne ni¢le cela $tevila.

Ce bi imel polinom koeficiente ao, ..., ax pri zadetnih potencah 1, x, ..., x* enake 0, bi imel $e k
kratno niclo 0.

Zgled:

le cele )
nicle Dan polinom:

i x*-2x?-9x+18
stopnja 2|3 ﬂ
Mnozica Ze najdenih ni¢el: {

P(x)=x>-2x>-9x+18
Kandidati za racionalne (cele) nicle:

¢e je kandidat —18|—9|—6|—3 -2 _1|1|2|3|6|9|18|

nicla:

naslednji korak

1 =2 =@ 18
-2 8 2
1 -4 -1 20

graf P(x)
povecava

[ralslel

Polinom ima vodilni koeficient 1, zato so racionalne nicle cela Stevila. Konstantni ¢len je 18, zato
so kandidati za nicle vsa cela Stevila od -18 do 18, razen Stevila 0. S klikom na rumeni pas i1§¢emo
stevilo h, Ki pri deljenju polinoma P(x) da ostanek 0. Taksno je stevilo -3.
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le cele ]
nicle Dan polinom:

E x*-2x*-9x+18
stopnja iﬁﬂ

Mnozica Ze najdenih nigel: {}

P(x)=x3-2x>-9x+18
Kandidati za racionalne (cele) nicle:

¢e je kandidat -18|-9|-6[-3 -2|-1]1]2|3|6|9]| 18]

nicla:

naslednji korak

graf P(x)
povecava

sl

S pritiskom na »naslednji korak, se -3 doda k najdenim ni¢lam, vlogo polinoma P(x) prevzame

Q(X).

le cele
nicle Dan polinom:

3 2

EI X°=-2x°-9x+18

stopnja 2|3 ﬂ

Mnozica Ze najdenih nigel: {- 3}

P(x)=x*-5x+6
Kandidati za racionalne (cele) nicle:

¢ je kandidat ﬂﬂﬂﬂﬂ?ﬂﬂ

nicla:

naslednji korak

graf P(x)
povecava

Falslsd
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le cele .
nicle Dan polinom:

i C-2x’-9x+18
stopnja il?ﬂ

Mnozica ze najdenih nicel: {- 3, 2}

P(x)=x-3
Kandidati za racionalne (cele) nicle:

Zelje kandidat __3|-_1|ﬂﬂ

nicla:

naslednji korak

1 -3
2
1 -1
3
graf P(x) 2
povecava
[2lsls *
0
-1
-2
-3
-5 0 5
le cele .
nicle Dan polinom:

x*-2x%-9x+18

stopnja 2|3 ﬂ
Mnozica ze najdenih nigel: {-3, 2, 3}

P(x)=1
Kandidati za racionalne (cele) ni¢le:

ce je kandidat
nicla:

naslednji korak

graf P(x) 2
povecava

Falsls

Tako smo prisli do vseh nicel, saj polinom 3 stopnje ne more imeti vecjega Stevila nicel.
Zgled za racionalne nicle:
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le cele
nicle

O]
stopnja 2|3 ﬂ

e je kandidat
nicla:

naslednji korak

3x3-11x%+5x+3

Mnozica Ze najdenih nicel: {}

P(x)=3x3-11x*+5x+3
Kandidati za racionalne (cele) nicle:

REE

]
stopnja 2|3 ﬂ

Ce je kandidat
nicla:

naslednji korak

graf P(x)
povecava

2l

3
graf P(x) 20
povecava
1 E
[12]3]4]
0
-1Ff
_2F
-3
-5 0 5
[+
le cele
nicle Dan polinom:

3x3-11x%+5x+3

Mnozica Ze najdenih nicel: {1}

P(x)=3x?-8x-3
Kandidati za racionalne (cele) nicle:

BRI

Q(x)=3x-9
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le cele
nicle

O
stopnja 2|3 ﬂ

ce je kandidat
nicla:

naslednji korak

Dan polinom:
3x°-11x%+5x+3

Mnozica Ze najdenih nigel: {1, - :}

P(x)=3x-9
Kandidati za racionalne (cele) nicle:

REEEIT

3

QAx) =3
graf P(x) 3
povecava

[ 2l3]4]
0

_1f

2L
le cele .
nicle Dan polinom:

O
stopnja 2|3 ﬂ

ce je kandidat
nicla:

naslednji korak

graf P(x)
povecava

[ 2]aJ4

3x3-11x%+5x+3
- o 1
Mnozica Ze najdenih nicel: {1, -5 3}

P(x)=3
Kandidati za racionalne (cele) nicle:
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Pois¢i nicle polinoma

15 Xt s2x+1

2. xt-x-2

3% XX -6x+9

4, Xt +2%x-3

5. xt -4

6. x* +5x+6

e Xt +2x+1

3. x*+4x+4

9. X' -3x+2

10. xt+2x+1

11. T 1 i

1255 x*-2x*-5x+6
T4, x*-4x'+5x-2
14. x* +2x*-9x-18
15. x*-4x*_-3x+18
16. R g TR s AT 312
17 S D

18. x*-5x+7x-3
19. x*-3xt+4

20. x*-2x*-5x+6
21. | x*-ax*-2x*+12x+9
22 bt e paxtiix e b
23.| xt+6x*+8x'-6x-9
24. | x*-5x*+5x*+5%x-6
25. | x*-2x*-7x'+8x+12
26. xtixt-3xt-xa+2
A B iy 1ol o 1S Loy e
28.| x*+5x*+5x'-5x-6
29, [ xt-7x* +17x' -17x+6
30. [x*+9x* +29x* +39x+18
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15 2x-9x4+9

2. 2xt+3x4+1

3. 9x'+9x+2

g, 6x*-5x+1

5. 2xt+5x+2

6. 2xt+3x4+1

e e |

8. x*-4x4+3

9. 2xt+x-1

10. oxt_-1

181 X g e B

12. Bxt miiEgiaea

9, 2x°+9x' +13x+6
14. 6x° +x'-5x-2

15. 6x° +11x-x-6
16. e i e I

e 2x*-9x'+13x-6
18. *-oxtoxa+1

19. 9x* +15x  +7x+1
20 6x°+5x'-8x-3
21. | 3x*+11x*+6x*-12x-8
22. |36x*-24x*-53x +4x+12
23 3xt+ax’-7x'-4x+4
24. 3xt+x*-17x*+19x-6
25. | 9xt-27x* +17xt +3x-2
26. [6x*+37x° +76x' +63 x + 18
27.| 8x*+12x*-6xt-7x+3
28.| 49x*+12x*-3x'-8x+3
29. | 9x*+9x*-22x'-4x.+8

(0
o

2xt s x —2x"-13x+6
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Resitve:

15 xt+2x+1 TR Do 1
2. Xt -x-2 gt 20

3n x*-6x+9 {3, 31

g, i R R

5. xt -4 2 J2Y

6. X' +5X+6 f<3 i w2
e Xt +2x+1 =4, e
8. x*+4x+4 (2 pe iy
a. XL BRI {1, 2}
10. xt+2x4+1 -1, -1}

s (L R ER a0
125 X -2x"-5Xx+6 {z2n 12533
13. x*-4x'+5x-2 L3, 23
14. x*+2x*-9x-18 T S 1
15. x*-4x*_-3x+18 {-2, 3, 32
16. R e B e A 12 e 20
17 O i G O TRty o I
18. x*-5x'+7x-3 {1, 1, 31
19. x*-3xt+4 (=l 25023
20 X -2x"-5Xx+6 {22% 1253
21. | x*-ax*-2x*+12x+9 Vode il iid a3
22 x_x*-7x'+x+6 (X2 =y 12dda
23 x*i6x+8x*-6x-9 Tag, Seds E1, 13
24. | x*-5x*+5x'+5%x-6 =T 33
25. | xta2ix? s 4B X2 fogr g
26. x*+x*-3x'-x+2 i =4, Y.
o A D0 it - Lo M S L R i 1725385
28.| x*+5x*+5x'-5x-6 I Py R E Ty
29. | xt-7x*+17x*-17x+ 6 Pl, 15283
30. |x*+9x*+29xt +39x+18 | (-3, =3, =2, =1}
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1% 2x'-9x+9 {¢, 3}
e 2t +3x41 -1, -3}
3 9x! +9x+2 - -3}
4. 6.xtwSx ¥l {T2]
5. 2xt+5x+2 _z,_f}
6. 2x+3x+1 _1,_1_}
7. xt -1 {-1, 1}
8. xt-4x4+3 £1;:33
9. P38 W M | {-1, %}
10. 9xl-1 -3 3
11 x' - x'-5x-3 {-1, -1, 3}
12. 3xtext-3x-1 -1, -3, 1}
ko 2x'+9x" +13x+6 {-2, -%, -1}
14. 6x> +xti=5x-2 -2, -3, 1}
2 b4 2 i
15. 6x*+11xl-x-6 -2, -1, 7}
16. x-3x' -x+3 {-1, 1, 3}
T 2x*-9x'+13x-6 {1, %, 2}
18. x-xt-x+1 {-1, 1, 1}
19. 9x' +15x" +7x+1 [-1, -2, -2}
2 2
20. 6x*+S5x"-8x-3 -2, -3, 1}
21. | 3x*+11x* +6x ~12x-8 | {-2, -2, -}, 1]
22. |36x*-24x*-53x*+ax+12| [-%, %, %, 2
2 2 b4 &
23.| 3x*+ax-7x'-4x+4 {-2, -1, 7, 1}
24. | 3x*+x’-17x"+19x-6 {-3, %, 1, 1}
25.| 9x*-27x" +17x* +3x-2 -3, 3, 1, 2}
26. [6x*+37x* +76x + 63 x+18 {-3,-3,-1,-2—}
27. | Bxtsr2x’-6x'-7x+3 | [-}, -1, 3, 7]
28. | ax*+12x*-3x'-8x+3 -3, -1, 3, 7}
29.| 9x*+9x’-22x'-4x+8 {-2, -%, %, 1]
30. | 2xts7xt-2xt-13x4+6 -3, -2, 7, 1}
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Ruffini-Hornerjev algoritem

Hornerjev algoritem je metoda za racunanje vrednosti polinoma. Postopek sta neodvisno drug od
drugega odkrila Ruffini in Horner. Izra¢unajmo

P(X) = an X"+ an1 Xx"4... 420 = ((anx+an-1)x+...)x+ao v tocki a.

Zakaj je ta metoda dobra? Ce ra¢unamo vrednost po prvem izrazu, imamo za izradun potenc n-1
mnozenj in Se n+1 za mnozenje potenc s koeficienti (vklju¢no z mnoZzenjem z 1). Nato pa Se n
seStevanj. Po drugi formuli pa n mnozenj in n seStevanj. Torej je Stevilo mnozen;j razpolovljeno.
Za izra¢un P(a) pois¢emo bn-1=an, bn-2=an-1+a bn.1, ..., bo=a;+a by, P(a)=a¢+a bo. Hkrati dobimo
koli¢nik Q(x)=P(x)/(x-a)=bn-1 X" 4bs.o x*2+...+bo. Ostanek deljenja je ravno P(a).

Racun strnemo v shemo iz treh vrstic. V rumenem stolpcu navedemo Stevilo a. V prvi vrstici
preostalega dela zapiSemo koeficiente polinoma P(x) in prepiSemo vodilni koeficient a, na prvo
mesto v tretji vrstici. To bo vodilni koeficient polinoma Q(x), to je bs.1. To je zacetni korak (0).
Pomnozimo a z by in rezultat vriSemo na drugo mesto v drugi vrstici. Nato sestejemo Stevili v
drugem stolpcu in rezultat vpiSemo pod ti Stevili. To je drugi korak. Enak postopek nadaljujemo z
enim pomikom na desno, dokler ne izpolnimo tabele.

Zgled: P(x)=3x3+2x2+3, a=-2.

stopnja polinoma iﬁﬂﬂﬂ stopnja polinoma Eﬁﬂﬂﬂ
o -3l -1l1j2l3ll o al2 -ll2]ald
| now polinom | | now polinom |
koraki Bﬂﬂﬂ koraki mﬂﬂ
P(X)=3x*+2x%+3 P(x)=3x>+2x"+3
3 2 0 3 3 2 0 3
_2 -2 -6
3 3 -4
A4 V7
stopnja polinoma iﬁﬂjﬂ stopnja polinoma il?ﬂﬂﬂ
o =afF2 -l1/2lalal o =sfF2 -1]1)zl3]4
| now polinom | | now polinom |
koraki 0|12 3] koraki o|1]2[3’
P(x)=3x>+2x%+3 P(x)=3x*+2x%+3
3 2 0 3 3 2 0 3
-2 -6 8 -2 -6 8 -16
3 -4 8 3 -4 8 -13
P(-2)=-13

Q(x)=3x2-4x+8
Y 4



Logika & razvedrilna matematika

43

Naloge:

stopnja polinoma ﬂﬂ:ﬂﬂ
@ =a|-2]=1]1]2[5 4

| now polinom |

corai 5 1|23l

P(x)=2x"+x3- x>+ 3x

2 1 -1 3 0

2

V7
stopnja polinoma ﬂﬂil?ﬂ
a -3|-2|-1 1]2|3]4
| now polinom |
coreki [0 a]2]3]4]s]
P(X)=4x+x3+3x%+2x-1
4 0 1 3 2 -1
-1
4
V7

stopnja polinoma ﬂﬂil?ﬂ
o =3J-2]-1)1f2 34

| now polinom |

corki o 1]2[3J3]

P(x)=3x°-2x*+2x+2

3 -2 0 0 2 2

3
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Resitve:

stopnja polinoma ﬂil?ﬂﬂ
o =3J-2]-1]1]2f5 4]

| now polinom |

koraki ﬂﬂﬂﬂ:

P(x)=2x*+x3-x?+3x

2 1 -1 3 0
3 6 21 60 189
2 7 20 63 189

P(3) =189
Q(x) =2x3+7x%+20x+63
4
stopnja polinoma Aﬂil?ﬂ
o =3lzal1 l2]3l]
| now polinom |
okt o]1[2[3]4f5
P(X)=4x°+x3+3x2+2x-1
4 0 1 3 2 -1
-1 -4 4 -5 2 -4
4 -4 5 -2 4 -5
P(-1)=-5
QX)=4x*-4x3+5x°-2x+4
V7
stopnja polinoma ﬂﬂil?ﬂ
o =3l2]-1]1[z 4
| now polinom |
corai ol3|23[af5
P(x)=3x°-2x*+2x+2
3 -2 0 0 2 2
2 8 16 32 68
3 4 8 16 34 70
P(2)=70
Q) =3x*+4x3+8x%+ 16 x+ 34
4

Referenca:

"Horner's Method"
http://demonstrations.wolfram.com/HornersMethod/
Wolfram Demonstrations Project

Published: January 8, 2016


http://demonstrations.wolfram.com/author.html?author=Izidor%20Hafner
http://demonstrations.wolfram.com/HornersMethod/
http://demonstrations.wolfram.com/HornersMethod/
http://demonstrations.wolfram.com/
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Izracunaj vrednosti polinomov v tocki h

Naloge

h -4 | -3 |-2|-1]| e
1. 2x*-x+3
2z 4x%-1
3. 1-x?
4, 2x*-2x+3
5. -x*-2x+3
6. -2 x?
7. 3x2+3x+2
8. x2-2x-2
9. 4x*-x-1
10. 2x*+2x-2
11. 3x*-2x*-x-1
12. -4x3:2x*+3x+2
13. 2x¥:2x%-x+1
14. 30 +2x%+ 42
15. 2x3-2x*+3x
16. 3x3-2x
17. -4x3+3x*:2x+1
18. 43 -x2-2x+2
19. 3x2-2x°
20. x}-x*:2x-2
21. [ 3x*+3x¥:3x%-x-1
22. [-3x*+3 x> +2x% 22042
23. 2x* - x?:3x=+3
2. | 4P -3 -x*-2x-2
25. x*:22x*+3x
26. [-2x*-x*-2x*+2x+3
27. | 4x*-2x*-x*+3x-+1
28. -x* -3 -xts1
29. -4x*-2x*+x+1
30. 3%+ +3

Resitve:
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h -4 | -3 [-2|-1 1 3 4

1. 2% =%+3 39 [ 24 |13 |6 |3 |4 18 31

2. 4x%-1 63 35 |15 [ 3 |-1[3 |15 | 35 63

3. 1-x? -15 [ -8 [-3|e |1 |[e |-3]| -8 | -15
4, 2x*-2x+3 43 277115 |7 |37 3| 7 15 27

5. -x*-2x+3 -5 ] 3 (4|3|e|-5]-12]-21
6. -2 x? -32 | -18 | -8 |-2| @ |-2|-8 | -18 | -32
7. 3x*+3x+2 38 20 2|2 |8 |20 | 38 62

8. x2-2x-2 22 13 1 [-2]|-3[-2| 1 6

9. 4x*-x-1 67 38 |17 |4 |-1 13 | 32 59

10. 2x%+2x-2 22 10 | 2 [-2]-2 10 | 22 38

11. 3x*-2x*-x-1 -221 | -97 [-31[-5|-1|-1| 13 | 59 155
12. -4 +2x*+3x+2 278 | 119 |36 |5 (2 | 3 [-16|-79 | -210
13. 2x*#2x%-x3+1 -91 [-32 -5 |21 (4|23 | 70 | 157
14. 3t +2x% 4242 -162 | -64 [-16 (0@ | 2 [ 8 | 36 | 164 | 230
15. 2x3-2x%+3x -172 | -81 |[-3@([-7|@ |3 | 14 | 45 108
16. 3x3-2x -184 | -75 |-20|-1|@e |1 |28 | 75 184
17. -4x* 3 x¥+2x+1 297 (130 |41 |6 |1 |2 |-15| -74 | -199
18. 453 -x*-2x+2 -262 |-109|-3@[-1|2 |3 |26 | 95 | 234
19. 3x?-2x° 176 | 81 |28 |5 (e |1 |-4|-27 | -80
20. x?-x*22x-2 -99 [ -44 [-18|-6|-2|0 | 6 22 54

21. | 3x*+3x*+3x*+-x-1|619 | 185 |33 |1 [-1]|9 |85 | 353 [ 1011
22. [-3x*+3x3:2x*+x+2(-930|-307 [-64 |-3 5 [-12[-139 | -538
23. 2 %%+ %2+ 3% +3 519 [ 165 | 33 | 3 9 | 45 | 183 | 543
24. | 4x*-x*-x*-2x-2 |1078| 346 | 70 | 4 [-2|-2| 46 | 280 | 934
25. X #2%% 3% 276 | 90 | 18 2] 30 | 108 | 300
26. |-2x*-x*-2x*+2x+3|-485|-156 |-33|-2| 3 -41 |-198 | -597
27. | 4x*-2x*-x*+3x+1 |1125 | 361 | 71 1|5 |51 |271 | 893
28. -x*-x3-x% 1 -207 | -62 |-11 1 [-2]|-27|-116| -335
29. -4 -2x* s x-=1 -899 [-272 |-49 (-2 | 1 |-4|-77 |-374 | -1147
30. 3t 430 +3 707 | 219 |43 |5 |3 |7 |59 |273 | 835
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Razvoj polinoma po premaknjenih
potencah

Polinom P(X) = anx™+ an1x™'+.. .+ a.x+ ap moramo zapisati v obliki

bax-h)™ bn-1(x-h)*!+.. .+ by (x-h)+ bo. O&itno je bo=P(h). Naj bo Q(x) = (P(x)-P(h))/(x-h)= bnx-
h)™'+ by-1(x-h)"2+...+ bi. Torej je Q(h) = bi. Postopek nadaljujemo, torej dobimo koeficiente
polinoma z zaporednim deljenjem z x-h, za kar uporabimo Ruffini-Hornerjevo shemo.

Zgled:

stopnja polinoma

T

P(x)=4x3+x%+x+1

premik

h _3|_2|_1|1_2|3|4| 4 1 1 1

| nov zgled | 2 g Z 6

koraki 4 9

I EE 7 d

4
4
P(x) = 4(x-1)°+13(x- 1)+ 15(x- 1)+ 7
4

Reference:

[1] Wikipedia. "Paolo Ruffini." (Dec 12, 2016) en.wikipedia.org/wiki/Paolo_Ruffini.

[2] Wikipedia. "William George Horner." (Dec 12, 2016) en.wikipedia.org/wiki/William_George_Horner.
[3]

"Ruffini-Horner Method for a Polynomial in Powers of x-h"
http://demonstrations.wolfram.com/RuffiniHornerMethodForAPolynomiallnPowersOfXH/
Wolfram Demonstrations Project

Published: December 14, 2016


http://demonstrations.wolfram.com/author.html?author=Izidor%20Hafner
http://demonstrations.wolfram.com/RuffiniHornerMethodForAPolynomialInPowersOfXH/
http://demonstrations.wolfram.com/RuffiniHornerMethodForAPolynomialInPowersOfXH/
http://demonstrations.wolfram.com/RuffiniHornerMethodForAPolynomialInPowersOfXH/
http://demonstrations.wolfram.com/RuffiniHornerMethodForAPolynomialInPowersOfXH/
http://demonstrations.wolfram.com/RuffiniHornerMethodForAPolynomialInPowersOfXH/
http://demonstrations.wolfram.com/
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Nalogi:

stopnja polinoma
n 23fes|
premik

b 2|2l 1]2]al4)

| nov zgled |

koraki

¢ olilelsfe

P(x)=4x*+x3+x%+x+3

P(x) = 4(x+1)* - 15(x+ 1) + 22(x+ 1)> - 14(x+ 1) + 6

stopnja polinoma
» 2lafe’s)
premik

b 3|27 23]

| nov zgled |

koraki

¢ olilalsfe

P(x)=3x"-x3-x?+2x+1

s [ 2 |1 [ 3
3 2 1 3

3 5 6
S

3 8
"

3
3

P(x) = 3(x-1)*+11(x- 1)°+ 14(x- 1)2+ 9(x- 1)+ 4
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Razvij polinom po potencah x-h

2

2 e X +x-1 -2
2. X' +3x+3 -2
3% x*+3x-1 A
g, 4xt_x-1 B
5. 2xt-x+3 =5
6. Fxhin 2 A
e b AR A 1
8. R 1
9. 2xt-x 1
10. 3xt+x+1 2
o 1 X' -2x+3 2
1255 2xt+3x 2
T4, 4x +3x' +x-2 B
14. Rt T T 2
15. Fiaeiegliaipiarigy &
16. R R SR R
1R 4x*+2xt+1 )
18. 2X +2x 42 =
19. x*+xt e 1
20. Ry AR X Tk ] 1
i P X T X W | 1
22 22t 2
23. 2x*-2x'+x 2
24. SRt 2
25 | Aaxtoxiwxtaie1 =g
26. | ax*+x* +3xt+3x-2 |-2
27. [4x*+2x* +3x' +3x+3|-2
23. xti2xt-x -1
29. 4 x* 4 x° B
30. xts2xt-2x-1 oA
31 4x* e x* 42 1
2% R BT IR 1
33. 3xt+3x +x+1 1
34. 3xt+xP-x'+3 2
35. B B GO B o SO WD 2
36. 2xt-x*-2x 2
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Resitve

15 e (x+2)1 -3 (x+2) +1

2. x*+3x+3 (x+2)-x-1

=R x*+3x-1 (x+2) -x-5

q, s N 4 (x+1) -9 (x+1) +4

5. 2xt-x+3 2(x+1) -5 (x+1) +6

6. uxtin2 3 (x+1 -6 (x+1) +1

7 T SR S 2(x-1)%+2 (x-1) +3

8. o (x-1)¢

9. 2x'-x 2 (x-1)%+3 (x-1) +1

10. 3xtex+1 3(x-2)t+13 (x-2) +15

7% x'-2x+3 (x-2)2 +2 (x-2) +3

12. 2xt+3x 2 (x-2)% +11 (x-2) +14

T, 4x*+3x'+x-2 4 (x+2)°-21(x+2)  +37 (x+2) -24

14. R o T o | 2 (x+2)° -9 (x+2) +11 (x+2) -1

15. B s O ol 3(x+2)°-19 (x+2)? +38 (x+2) -23

16. 2x*-x'+3x 2 (x+1D) -7 (x+1)P+11 (x+1) -6

17. 4x* +2x +1 (x+1*-10(x+1 48 (x+1) -1

18. 2xTe 2t 2 2 (x+1D -4 (x+ P42 (x+1) +2

19. x +xt el (x-1)% 4+ (x-1) +5(x-1) +3

20. xX-xt-2x+1 (x-1%+2 (x-1)%-x

21 R e P W } 2 (x-1)%+a(x-1) +4 (x-1) +3

2% X 2R Xk (x-2)+4 (x-2)2 +5(x-2) +3

23. 2x*-2xt+x 2 (x-2)+10 (x-2)2 +17 (x-2) + 10

24. D e | DK = 2 e T2 B 2P 2 A E =2 ) e 1

25. | ax*-x*+xtP-2x+1 [4(x+2)*-33 (x+2)° +103 (x+2)%-146 (x+2) +81
26. | 4x*+ x* +3x' +3x-2 |4 (x+2)*-31 (x+2)%+93 (x+2)2-125 (x+2) + 60
27. [8x*+2x° +3x +3x+3 [ 2 (x+2)*-30(x+2)° +87 (x+2)%-113 (x+2) +57
28. x*v2x-x (x+1)% -2 (x+ 1) +8(x+1) -9 (x+1) +4
29. 4 x4 x° d(x+D 15 (x+1)7+21 (x+ 1513 (x+1) +3
30. xts2xt-2x-1 (x+1)% -2 (x+1)°+8(x+1) -10(x+1) +4
31 4x*ex* 42 4 (x-1)*+17 (x-1)%+27 (x-1)2+19 (x-1) +7
Y R BT 3(x-1*+12 (x-1)*+18 (x-1)2+10 (x-1) + 4
33. 3x*+3x +x+1 3(x-1*+15(x-1)*+27(x-1)%+22 (x-1) +8
34. 3xtex—x'+3 3(x-2)t+25 (x-2)°+77 (x-2)% +104 (x-2) +55
35. 2R i X 2 (x-2)*+15 (x-2)% +41 (x-2)% +47 (x-2) +20
36 SRy s 2 (x-2)t+15(x-2)%+42 (x-2)% +50 (x-2) +20
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Resitve

Barvni sudoku

1.
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Latinski kvadrati
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Sudoku s ¢rkami
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Futosiki
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Rdedi kvadratki
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Krizne vsote
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Krizni produkti
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Labirint na kocki
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6 2 1 16 12 13
15 14
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4 17 16 15
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13 14
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1 19 20 2
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13 14

18
3
7 3 2
4 1
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17 16 15
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12
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19 9 6 13 14
18 8 7 3 1 15
2 16
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Labirinti na enostavnih poliedrih
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19
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3 2 9
1 4 n |2 fs o |2 4 1 0
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5 | 7
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Grupe

Sli¢ice na drugi sliki moramo zaporedoma oznaditi:
{10, 8,15, 12, 13, 3,4, 6,7, 11, 16, 17,9, 14, 2, 1, 5}
Linearne grupe:

a) {7,3,4,6,2,51},{1,6,2,7,3,5,4}
b) {1,52,3,7,6,4},{7,2,6,5,1

Prostorska predstavljivost

a)

b)
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Labirinti na zemljevidu
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Vecdelni labirinti na zemljevidu
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Labirint v kvadru
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Labirint na Reimannovi ploskvi
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Labirint na ploskvah

3 8 9 16
1 2 18 17 22 23
19 20 21 24
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4 7 10 15 14
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36 39 21 24 25 34 35
37 38 20 32 33 1
11 12 19 31 3 2
10 13 18 17 30 4 5
28 27 26 25 14
8 7 15 16 17
9 6 5 19 18
10 1 4 20 21
11 2 3 23 22
12 13 24
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4 3 17 18 19 28 27
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Labirint na projekcijah teles
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Labirinti na mrezi valja in stozca

16 7 18
19
21 20
2
2 24

i 13 14 15 16
18 2 21
19 23 20
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Neodvisnost pogojev
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ABC
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BCA

BCA [BAC |ABC

©|
|
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CAB

CBA

|
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]

ABC |BCA [BAC

Imena likov

[2[B]c]|[2]e]c]

[2[B]c]

[2lc]a]

Odstranjene kockice
57 119 67

49 76 72
92 43 86
68 82 92

Kocki dolo¢i mrezo
{1,1,4,1, 3, 3}
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